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HAUPTAUFSÄTZE 


Wandlasten auf länglichen frei aufliegenden Rechteckplatten. 
Von Alfred Habel in Brünn. 


n der Praxis des Hochbaues kommt es zuweilen vor, daß auf einer Eisenbetonplatte eine 
I dünne Querwand von der Dicke 2e (Abb. 1) aufgestellt werden muß, ohne daß zu ihrer 
Unterstützung ein Balken angeordnet werden kann. Platten mit einer größeren Länglichkeit 
als 2 werden zumeist wie einfache Balken berechnet und erhalten nur eine Hauptbewehrung 
in der Riehtung der kürzeren Spannweite b. Da es sieh in einem solchen Falle um die 
Belastung einer Platte mit einer Streckenlast handelt, könnten dem Wortlaut nach die Be- 


stimmungen des Deutschen Ausschusses für Eisenbeton 1932 $ 19 herangezogen werden, laut 
») 

welchen derartige Platten auf Biegung wie plattenförmige Balken von der Breite B=, b be- 
le S - g +.) 


rechnet werden dürfen, wenn eine untere (Querbewehrung gleich dem Bruchteil z= 0,10 + 0,10 
IB 2e] des durch die Streekenlast bedingten Anteils der Hauptbewehrung angeordnet wird. 
Da R höchstens den Wert 2e-+-20 (in m) erreichen darf, erhält man bei Vernachlässigung 
der geringen Wandstärke 2e für Bay = 2,0 und zu. 0,10 +0,10-.2,00,3, die so ermittelte 
()uerbewehrung erreicht also höchstens 30% der Stärke der Hauptbewehrung. Bei der 
Berechnung der Platte auf Schub ist die Breite des mitwirkenden Plattenstreifens mit 
B - -— 2e-+-1,0 (in m) anzunehmen. Die Vorschriften über die in Rechnung zu stellenden 
mitwirkenden Plattenbreiten B und B sind in den verschiedenen Staaten durchaus nieht ein- 
heitlich und zum Teil erheblich schärfer gefaßt als die deutschen Bestimmungen. Es ist 
lehrreich. das Verfahren der Vorsehrift mit den Ergebnissen einer nach der Klastizitätstheorie 
durehgeführten genauen Rechnung zu vergleichen. Strenge Lösungen für frei aufliegende, 
dureh Einzel- oder Streckenlasten beanspruchte Platten sind schon von mehreren Autoren 
angegeben worden. Die Arbeiten beschränken sich jedoch in der Regel auf die Angabe der 
Reihenformeln für die Durchbiegungen, Momente und Querkräfte und überlassen die Aus- 
rechnung der Zahlenwerte dem Leser. Im folgenden sollen daher für die durch eine dünne 
()uerwand belastete frei aufliegende längliche Rechteekplatte die Biegungsmomente und Quer- 
kräfte in zahlreichen Plattenpunkten angegeben werden, so daß nunmehr für diesen Fall alle 
zur Bemessung oder zum Spannungsnachweis der Platte erforderlichen statischen Größen 
ohne Reehnung unmittelbar zur Verfügung stehen. 
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Die Berechnung der Biegungsmomente erfolgt mit Navierschen Doppelreihen'). Wir 
betrachten die in der Abb. I dargestellte ringsum frei aufliegende Rechteckplatte mit den 
Seitenlängen a und b, welehe im waagerechten Abstand £ vom Koordinatenursprung eine über b 
reichende Streifenlast p von der Breite 2e trägt. Die Lastverteilung in der «-Riehtung kann 
als eine ungerade Funktion von x nach Fourier in die Sinusreihe 
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Der im untersten Teil der Abb. I dargestellte Linienzug, welcher die Gleichmäßigkeit 
der Lastverteilung in der y-Riehtung zum Ausdruck bringt, wird dureh die Reihe dargestellt 


| "I „WEH R 
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gta) yrly) sin sin sin sin 
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m [7 
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ist dann die in eine Doppelreihe entwickelte Lastfunktion, zu welcher nach Lewe?) folgende 
Durchbierunesfunktion anzereben werden kann: 
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Von der Riehtigkeit der Lösung kann man sich durch die Erledigung der in der Biegungs- 


ya > ya ya 
O’L O’c O’C ) a En ' ' 
eleichung der Platte +2 -—— — . vorgeschriebenen Differentialoperation über- 
write g aloperation übeı 
zeugen. 
u ’ u 
Bei Stellung der Wand ın der Plattenmitte ist &= . und 
R MIT , NM TEC 
sın sın 
6p \'\" 2 a _maz , nnıy 
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!ı Nadai: Die elastischen Platten, Berlin 1025, Verlag von Julius Springer. 


l,ewe: Pilzdeeken, Berlin 1926, Verlae von Wilhelm Ernst & Sohn. 





a 
5:4 j 


.f.angew. 
und Mech. 


'. Wir 
mit den 
e über b 
Ir kann 


siekeit 
estellt 


rende 


(1) 


INngSs- 


über- 


(2) 





ı 15, Heft 4 


Habel, Wandlasten auf länglichen frei aufliegenden Rechteekplatten 


187 





Inli 1935 


ı Vornahme von entsprechenden partiellen Differentiationen können für die Berechnung 
Biezungsmomente und (uerkräfte nachstehende Doppelreihen angegeben werden: 


»eunesmomente 

















(m,n=1,3,5,....) zu setzen. 





Die Querdehnungszahl ist » 














o eesetzt worden. 
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Abb. 2. 
“ür die Gl. (8) bis (7) eilt im allgemeinen Fall (m =1,2.3,...., =, 388;;;; , beim 
A a j v ka Mas 2 ‚, ma 
Sonderfall =, steht in sämtlichen Zählern anstatt sin der Wert sin , , und es ist 
Ö ( ni 
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Die Abb. 2 zeigt den Verlauf der nach den Gl. (3) und (4) berechneten Bierzungsmoment: 


u. 50 erg : ie | | 

für eine frei aufliegende Rechteekplatte vom Längenverhältnis / welche in der Mitt: 
) 

® v v .. h .. ® v 

eine Wand von der Stärke Ze >, trägt. Die bekannte langsame Konvergenz der Doppel- 


reihen bei konzentrierter Belastung erfordert die Berücksichtigung zahlreicher Glieder. Zur 
Berechnung der s„-Werte wurden die Summanden nach m bis 39, die nach n bis 7 und für 
die s, die Summanden nach m und n bis 11 berücksichtigt. Für die in der Abb. 2 einge- 
trazenen Punkte wurden folgende Biegungsmomente errechnet: 























Punkt ; 8, Punkt pe 2. 
| V,OOH1S p»b? V,O01622 p BF ‘ O0 p BR 0,0339 pp? 
2 VOOLTI p I 0V.OO436 p Ih” S VOOBAST p Ih? 0.001162 p h* 
> 0,000196 p b? 0,003706 p b? ) 0,002756 p b? 0,0000354 p DB? 
| VOO0ST pp? 0,0266 p b? 10 000192 pp b? VO004l pr 
> 000435 p 5b? 0,OOOS3T p b° 11 0,000592 p b? 0,000297 pp b? 
6 0 0 12 0 0 
Um den Einfluß der Plattenlänglichkeit zu beurteilen, wurden für den durch eine Linien- 


belastung p,= 


Biegunesmomente ermittelt. 
eine strenge Lösung mit Verwendung von einfachen Reihen angezeben. 


Plattendurechbiegungen dient die Nadaische Reihe: 








2 pe beanspruchten unendlich langen Plattenstreifen mit der Stützweite b die 
Für diesen Fall hat Näadaı in seinem Buche „Elastische Platten“ 
Zur Berechnung der 
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As65.3 
Abh. 3 
Y 
, 5° re 5 nay NT i 
C = V \ I + n sın n (n 1.3.5, a (9), 


aus welcher für die Biegungsmomente folgende Ausdrücke abgeleitet werden können, wobei 


zu beachten ist. daß 


- und p-Riehtungen gegenüber unseren 


nach der in der Abb. 5 angeführten Bezeichnungsweise von Nadai die 
l"estsetzungen in der Abb, 1 vertauscht sind: 
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In der Abb. 4 sind mit vollen Linien die nach den Gl. (3) und (4) ermittelten Bierungs- 
momente der langen Plattenmittellinie der oben behandelten Platte mit dem Längenverhältnis 
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trägt, eingetragen worden. 
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»r Verlauf der nach den Gl. (9) für den unendlich langen Plattenstreifen mit einer gleich- 
ıweren Linienlast p,=2pe berechneten Momente (eingeklammerte Zahlen) ist strichliert 
„vezeiehnet. Man sieht, daß sich die beiden Momentenlinien bis auf ganz geringfügige Ab- 
»jehungen fast vollständig deeken. Es können daher die in den Abb. (3) und (4) angegebenen 
‚Iomente für die Berechnung sämtlicher Platten mit einer größeren Längliehkeit als 3,0 her- 
‚ıneezorzen werden. Dabei muß die Wand nicht unbedingt über der kurzen Plattenmittellinie 
tehen, es genügt vielmehr, wenn ihr Abstand vom rächstliegenden Plattenquerrand gleich 
‚ler erößer als die 1,5 fache Plattenstützweite b ist. Der Ersatz der Streifenlast durch eine 
\,inienlast hat keine wesentliche Erhöhung der Größtmomente im Plattenmittelpunkt er- 
eben. Da das Verhältnis der Wandstärke 2e zur Plattenstützweite b meist noch kleiner als 
| 
I) 
Plattenmittelpunkt in allen Fällen nach beiden Riehtungen x und 4 mit 0,004625 p b? ange- 
nommen werden. 


ist, spielt die Dicke der Wand keine große Rolle, und es kann das Biegungsmoment im 


Die Rechnungen zeigen, daß sich die Mitwirkung der Platte auf einen viel größeren 
{ l fee} Ä 


Bereich als b, im wesentlichen auf die Breite a 35, erstreckt. Dementsprechend fällt 


») 
+.) bj 
+) 


das Größtmoment s, im Plattenmittelpunkt kleiner aus als bei Berechnung als Balken von 


.) 
ler Breite — 5b nach den Bestimmungen. Nach letzteren wäre das auf In entfallende 
+.) 


u .3 2 wer ’ ie ü 
Größtmoment Pe :.b-0,185750bp,, Ad. ı. um rund 100% größer als der mit 0,001625 p b? 
.) 


0 
( 


,„,b° z 5 ! 
0,0065 0,0925 bp, berechnete genaue Wert. Demgegenüber ergeben die Bestim- 


mungen für die untere Querbewehrung zu kleine Werte, da ihre Größe im Plattenmittelpunkt 
annähernd der Hauptbewehrung entsprechen soll. Es wird sich daher empfehlen, den prak- 
tischen Ausführungen die nach der Elastizitätstheorie ermittelten Momente zugrunde zu legen. 
Wie aus den Abbildungen hervorgeht, liegen die Nullpunkte der Biegungsmomentenlinien 8x 


: ) y . . er u 
uneefähr im Abstand -, von der Wandmitte. Die Länge der unteren Querbewehrung beträgt 
+) 


Dez 


. 


daher mindestens b. Das Auftreten von negativen Biegungsmomenten in der Plattenlängs- 


” 
ww 


richtung erfordert eine in der Regel allerdings sehr schwache obere Querarmierung, deren 
länge aus der Abb. 4 zu entnehmen ist. 
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Zur Durchführung der Schubsicherung von Eisenbetonbauteilen ist die Kenntnis der 
(uerkräfte erforderlich. Für den unendlich langen Plattenstreifen mit einer Linienlast p, 
wurden die Querkräfte »„, und ®, in den mit römischen Ziffern bezeichneten Punkten der 
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Abb. 5 berechnet und ihr Verlauf in die Zeichnung eingetragen. 


Bei der Bereechnune wurd: 


von der Nadaıischen Gl. (5) ausgegangen. Mit der in der Abb. 3 eingetragenen Bezeichnungs- 
weise lauten die zur Bestimmung der Querkräfte verwendeten, auch bei Wänden mit geringer 
endlicher Dieke zut benutzbaren Reihenformeln: 
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Abh. 5. 


Die errechneten numerischen Werte sind die folgenden: 


Querkräfte v2: 


Punkt | VD, 
\ 05 

1 . 0,2723 p, 

VI . 025 pP, 

Ill . 0,1305 pP, 

Vl . 8,0952 p, 

IV VO2TD pP, 

VI . 0,0195 pP, 


Punkt I. Il. III. IV. 


la 
Ib 





(Juerkräfte »,,: 


‚200 Po 


0,152 pP, IIIb 
0405 pP, Ile 
x IVa 
0,1264 pP, IVh 

. 0,249 p, IVe 


0313 Po 


Punkt Illla. 


0,0645 p, 
0,1146 9% 
. 0,1343 p, 
0,0137 pP, 
. 0,0238 p, 
. BO P, 


Der Wert » für die Randseher- und Auflagerkraft in le tritt nur bei Linienbelastune 


auf. 


Kine für die Wand der Abb. 2 mit der Stärke 2e 


h 
20) 


gab mit Hilfe der Doppelreihe Gl. (7) im Punkte Ice den Näherungswert »,.: 


Bestimmungen als Verteilunesbreite 


pb db 


5 also erößer. 
Faß +.) 


Ip 


eewählt 


wird, erhält man die 


Randscherkraft 


durcheeführte Untersuchung er- 


Wenn nach den 


mit 


Bei der Eintragung der Verteilungslinie der Auflagerdrücke 


wurden die von den Randdrillungsmomenten verursachten zusätzlichen Drücke berücksichtigt. 
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NOREh Der Reibungswiderstand rotierender Scheiben in Gehäusen. 
Inungs- 
erinoer (Aus dem Kaiser Wilhelm-Institut für Strömungsforschung.) 
ve] 
Von F. Schultz-Grunow ın Kassel. 
eheibenreibung tritt an den Laufrädern der Turbomasehinen auf. Ihre Kenntnis ist von 
) Wichtigkeit bei der Berechnung der Einzelverluste. Bisher fehlen noch ausreichende 
Unterlagen für die Ermittlung der Scheibenreibung, denn es liegen nur für die freie, d.h. für 
die im unbegrenzten Raume rotierende Scheibe theoretische wie experimentelle Ergebnisse ') 
vor. Die Laufräder rotieren dagegen in Gehäusen, die meist eng sind, d. h. die Spaltweite 
s ist klein im Verhältnis zu dem Scheibenhalbmesser a (Abb. 1). 
Den Gegenstand nachfolgender Untersuchungen bildet daher die Scheibe im engen 
(10). Br i I Fee >: 
Gehäuse, und zwar in der Grundform der vieleestaltigen Ausführungen, nämlich ebene Scheibe 
zwisehen zwei zu ihr parallelen Wänden, die von einem koaxialen Zylindermantel umschlossen 
sind (Abb. 1). Die Halbmesser a der Scheibe und 5b des Gehäuses seien nahezu gleich, ferner 
soll das Gehäuse undurehlässig sein, da man auch bei den praktischen Ausführungen aus 
Gründen der Wirkungesgradverschlecehterung einen Durehfluß zwischen Laufrad und Gehäuse 
nach Möglichkeit durch Spaltdichtungen vermeidet. 
Für die in Abb. 1 dargestellte Anordnung hat bereits Zumbusch den Reibungswider- 
stand bei verschiedenen Verhältnissen s/a experimentell bestimmt?). Abb. 2 stellt seine 
Messungen für s/a = 0,0199 dar, die von beachtlicher Genauigkeit sind. Zum Vergleich sind 
in Abb. 3 die theoretischen (ausgezogene Linien) und experimentellen Ergebnisse für die freie 
Scheibe dargestellt. Als Abszisse ist in beiden Diagrammen der Logarithmus der Reynolds- 
7) = R R . . ® ’ s a 
schen Zahl 2A, (» = Winkelgeschwindiekeit der Scheibe) und als Ordinate jener einer 
Y 
Reibungsziffer aufgetragen, die im Falle von Abb. 2 dureh 
M 
Ur - 
/ oa a“ 
definiert ist und im Falle von u n 
Abb. 3 dureh | 
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Bei kleinen Revynoldsschen Zahlen läßt sich das Geschwindigkeitsfeld der im Gehäuse 
befindlichen Flüssigkeit durch sukzessive Approximation aus den Navier-Stokesschen 
Gleichungen ermitteln. Die Beschränkung auf kleine Verhältnisse s/a gestattet hierbei, die 
Wirkung der zylindrischen Gehäusewand zu vernachlässigen, so daß man jene Strömung 
erhält, welehe bei unendlich großen Halbmessern a und 5b herrscht. Die Navier-Stokes- 
schen Gleiehungen lauten in Zylinderkoordinaten für den Fall der stationären, zentrisch 


symmetrischen Strömung: 


Or H 0 Iop, J0d’v Io» ! Or] 
! „ ri 
u) r 02 004 I0 7° r 01 
ou. ru 7 ou Ion 7 0" 
/ N ’ . | 
0 ) = dr” ro4 r- 092%) 
AT Om Iop 0” m I ow  o’w] 
! HH =) | » “ gr „e 
0 02 o0z2 | r 04 0 2°] 





und die Kontinuitätseleiechung 


0v, vo NET: 0 
Ir Fr 02 
Hier bedeutet # die tangentiale, » die radiale, »# «die axiale Geschwindigkeitskomponente. 
Die axiale Zylinderkoordinate z werde von der Gehäusewand aus gezählt. 
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Abb. 3. 


Der letzten Gleichung genügt die Stromfunktion y: 
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Nach der Prandtlschen Grenzschiehttheorie brauchen nur die Reibungsglieder « Ma 


N? 41% 
In ’ TE 
beibehalten werden, jedoch wird auch « \_ _, berücksichtigt, da hierdurch die Rechnung nicht 
Az 


schwieriger wird. Die umeeformten und vereinfachten Navier-Stokesschen Gleichungen 


lauten dann: 
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Die Approximation geht ın der Weise vor sich, daß man zunächst in ©. Näherune reine Zähie- 
keitsströmung betrachtet, also in (1) nur die Reibungs- und Druckglieder beibehält. (II) liefert 
ann die Bestimmungsgleichung 


Vu 0 
02° 
Durch Berücksichtigung der Randbedingungen u = VO bei 2-0, wer: m beı 2  s erhält man 
vd-V-Z 
I ee ee 


Ss 


eine exakte Lösung, da sie auch die genaue Gl. II befriedigt. Das Geschwindigkeitsprofil 
eines Zvlindersehnittes ist demnach wie beı der ebenen Poıseuille-Strömune linear’). Aus 


7 : , = 
ra, ergibt sich die Schubspannung 
P37 
co) 
T u i 
, NS 
welehe das Reibunesmoment 
2 na" 2 
WM >\2ar?dr-ı un ee 
, N 


an der Scheibe verursacht. Als Reibungskoeffizient erhält man 


Ta 


er, ==> a 
o”,,R 


Pe 


Logarithmisch über R, aufgetragen stellt e; eine Gerade mit.der Neigung I: 1 dar. Abb. 2 
zeigt, daß diese Gerade 1° in der Tat gut mit den Versuchen übereinstimmt. Die Annahme, 
daß die zylindrische Gehäusewand bei engen Gehäusen keinen merkliehen Einfluß auf den 
keibungswiderstand habe, ist also berechtigt. Das allmähliche Abbiegen der Versuchskurve 
bei höheren R, wird in der Hauptsache durch das Auftreten von axialen und radıalen 
(reschwindigkeitskomponenten mw und » verursacht, denn die Scheibe wird in ihrer Nähe 
"lüssigkeit nach außen schleudern, die längs der ebenen Gehäusewände wieder nach innen 
strömt. Diese Komponenten liefert die erste Näherung. Sie ergibt sich durch Einführen 
von (2) ın die Trägheitsglieder von (1), worauf (I) und (III) sich schreiben 


> 5 Io p 0" y 
r = 


Ss oo r ro? 


5 Io p v 0° y 
ee 7 ror0oz2’ 


Durch partielles Differenzieren wird p entfernt, wodurch sich die Bestimmungsgleichung 


0’ 7 0’ y' I o'y = ) 2 & 
02° oO r?0d> r or0z° ss)» 
ergibt. Durch den Ansatz y R-Z, in dem R nur eine Funktion von r, Z desgleichen 


von z ist, geht sie in die gewöhnliche Differentialgleichung 


VAN | pl | RI = 2, P y? 
y\ı j I? Y I s » R: zu 


über®). Der Ansatz R=r? ergibt die Gleichung 
@\ 2 
ZN ’ 
7 wahr, 


3) Vgl. C. Schmieden, ZAMM, Bd. 8, 1928, S. 460, wo u ermittelt wird bei Voraussetzungen, die der Wirklich 
keit nieht entspreehen, und ohne auf dieses einfache lineare Profil zu stoßen. 


1, ( ,l Fe ‚IV ledeutet 1..... t. Ableitung nach r, resp. 2. 
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mit der Lösune 
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Die Konstanten .| bestimmen sich aus den vier Randbedingungen, welche aussagen, daß » 
und »w sowohl an der Gehäusewand, als auch an der Scheibe gleich Null sind. Damit wird 
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Abb. 4 zeigt den verhältnismäßigen Verlauf von » über z. Die Kontinuität fordert \ "dz-0, 
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LIE al ist, erhält man nach Integration 
. behause rotierende Scheibe 
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Der erste Summand entspricht dem ersten, der zweite dem zweiten Integral. X] wird von 

der Antriebsleistung M,- © an der Scheibenwelle aufgebracht, also ist \) = Mio. Die erste 

Korrektur des Reibungskoeffizienten wird demnach 


on —2R,| - | (0.005365 + | _ \ 0.0628]. 


In Abb. 2 stellt die Kurve 1” den korrigierten ej-Verlauf dar, also den Verlauf von ey, + €yı. 


Sie biegt bereits von 1” ab. 


Nun die zweite Näherung. 


Die Ausdrücke (5) und (2) werden in die Trägheitsglieder des Systemes (1) eingeführt, 


dessen zweite Gleichung sich dann schreibt: 
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/ur Abkürzung ist 


| 7) | 2 | s°® 3... 
1572 245, 

s/ r |30 0 24 

| () \ | | s” u Ss” 3 | 2’ | 
. s/ »r 606° 0” 120) 


eingeführt. In das Reibungsglied auf der rechten Seite von (6) ıst «= #,—+ ty; einzusetzen, 
wo u, den Ausdruck (2), also die 0. Näherung und x, die zu berechnende Korrektur bedeutet. 
Macht man den Ansatz u, r-Z, in welchem Z nur eine Funktion von z Ist, so geht (6) ın 
die totale Differentialgleichung 


oo.’ 2Ios (DS ao 2”| 

"PIRBE |. 5 3-0 le 

Ion’ Trier 

über. Ihre Lösung ist 

j > ») J ‚2 . | | 
y | 2) 2 Ios we . wo 2 _ | 
/ - Izuı # 2’ +... Fe,z-+e, 
Ss y” 1360 IM) 360 8 . 


Die Randbedinzungen, aus welchen sich e 
und z2=s. Es ergibt sich dann 


‚ und e, bestimmen, lauten wieder Z--0 beiz==0 
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Hiermit die Korrektur der Schubspannung an der Scheibenwand 
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und als zweite Korrektur des Reibungskoefftizienten 
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u; > ‘ ) 
er, | s ) R.O,01348. 


Durch die beiden Approximationen wird der Reibungskoeffizient korrigiert auf 
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001 114 (5) 0.1256) Mh 3 I 


Man erkennt dort, daß sie semikon- 
2.10° weg weicht le immer stärker von der Versuchskurve ab, 
2.10° gut der Versuchskurve anpaßt. Die Divergenz hat ihren 
Grund darin, daß bei höheren AR, der Strömungsmechanismus ein prinzipiell anderer wird 
als der eben dureh sukzessive Näherung ermittelte. Um ihn kennenzulernen, wurde das 
Geschwindigkeitsfeld im Gehäuse experimentell bestimmt. 


Diese Reihe ist in Abb. 2 durch Kurve Ile dargestellt. 
vergent ist, denn von R, 
wogegen sich le bis R. 


Abb. 5 zeigt die Versuchseinrichtung. Ein kleiner Universalmotor von PS und einer 


A) 

maximalen Drehzahl von 10000 t/min treibt eine möglichst glatt abgedrehte Aluminiumscheibe 
von 200 mm O und 3mm Dieke. Das Gehäuse hat 206 mm © und die große Breite von s 30 mm, 
um bequem messen zu können. Die ebenen Gehäusewände sind aus 4 mm starkem lackıertem 
Blech, das eine Welligkeit von + 0,2 mm besitzt, die zylindrische Gehäusewand ist ein Holz- 
kranz, dessen Auflage mit Plastilin abgedichtet ist. Die Gehäusebreite kann variiert werden, 
ebenso durch Füllringe der Gehäusedurehmesser. Im Gehäuse befindet sich Luft. An der 
vom Motor abgekehrten Gehäusewand sind in radialen Abständen von 10 mm Löcher ange- 
bracht zum Einbringen der Staurohre. Die Löcher sind dureh Scehraubbolzen verschließbar. 
Das innerste Loch befindet sieh bei r = 30 mm. Ferner sind Wandanbohrungen von 0,5 mm © 
zur Messung des statischen Druckes vorgesehen bei r = 30, 60, 90 mm. An der gegenüber- 
liegenden Gehäusewand ist eine solche bei r =60 mm angebracht, um feststellen zu können, 
ob die Strömungen auf beiden Seiten der Scheibe symmetrisch sind, in welchem Falle auf 
gleichen Radien gleiche statische Drucke herrschen. 
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Als Meßinstrument diente außer einer Sonde bekannter Bauart für die Bestimmung des 
statischen Druckes im Gehäuseinnern das in Abb. 6 dargestellte Dreirohr, welches die eleich- 
zeitiee Riehtunes- und Staudruckbestimmung der Strömung zestattet in Ebenen parallel zur 
Scheibe. - Auf die Ermittlung von Axial-Gesehwindiekeiten wurde von vornherein verzichtet. 
Die Konstruktion des Dreirohres geht aus Abb. 6 hervor. Die Meßröhrehen haben 0.3 mm 
lichte Weite. Zwei von ihnen sind in Je ein Rohr von größerem Durchmesser, das im Trae- 
rohr (1) liegt, eingelötet, das dritte mündet in den Raum des Tragrohres, welches die beiden 
darin befindlichen Rohre übriglassen. Auf dem Tragrohr sitzt drehbar die Fassung (2) mit 
(Gewinde zum Einschrauben in das Meßloch. Auf der Fassung sitzt wiederum drehbar der 
Träger (3) des Zeigers (4). Ersterer liegt parallel zu (1) und kann mittels Marke (5) in die 
Durchimesserebene gestellt werden, deren Spur auf dem Gehäuse eingeritzt ist. Außerdem 
sitzt fest auf dem Tragrohr die Papierscheibe (6) mit Gradeinteilung, an der die Verdrehung 
des Rohres angezeigt wird. 





Nachdem kontrolliert war, ob Fassung, Zeiger und Scheibe zentrisch auf dem Tragrohr 
sitzen, «lie Gradeinteilunge stimmt, und die diesbezüglichen Korrekturen bestimmt waren. 
wurde das Gerät auf Richtung und Staudruck in einem kleinen Windkanal zeeicht in der 
Anordnung von Abb. 7. Das Gerät stand lotrecht an der Kanalmündung, in das Flacheisen (10) 
einzeesechraubt. Marke (5) des Gerätes war auf einen Strich gestellt, der auf dem Flacheisen 
parallel zu dessen Kanten eingeritzt, durch die Achse des Gerätes lief. Ein in unmittelbarer 
Nähe der Sonde an einem Stahldraht angebrachter, ca. 20 em langer, sehr dünner Seidenfaden 
zeiete die Strömunesriehtune an. Von oben wurde auf eine Kante des Flacheisens visiert 
und diese parallel zum Faden gestellt. Damit war erreicht, daß Zeiger (4) des Gerätes in 
Strömungsriehtung lag. Durch die senkrechte Aufstellung des Gerätes war auf einfache 
Weise der Einfluß des Faden-Durehhanges auf die Eichung eliminiert worden. Nun wurde 
(das Dreirohr so lange gedreht, bis die beiden Mündungen der Richtungssonde gleichen Druck 
hatten. Damit war die Nullage des Instrumentes gefunden, und zwar recht genau, da die 
Sonde bereits auf 0,5° Verdrehung aus der Windrichtung stark reagiert. Die Richtigkeit der 
Staudruckanzeige wurde dadureh geprüft, daß an Stelle des Dreirohres ein gewöhnliches Stau- 
rohr eingebaut wurde, welches den gleichen Druck ergab, 
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Ahb. 6. Abb. 7. 


Die Messungen. die daraufhin ausgeführt werden konnten, führten zu eigenartigen, 
Sußerst aufsehlußreiehen Resultaten. Der Strömungsmechanismus wurde dureh sie geklärt, 
zueleich wiesen sie die Riehtung für die theoretische Untersuchung. Es ergab sich, daß nur 
in einer dünnen Grenzschieht an der Scheibe Luft nach außen geschleudert wird und nur 
in einer ebensolehen Sehieht an den Gehäusewänden Luft nach innen strömt. Der Kern der 
Lultmasse rotiert auffallenderweise wie ein starrer Körper. Abb. 8 soll die Verhältnisse 


illustrieren. 











} 4 
1 
g ” 


‚angew, 
d Mech. 


ı2 des 
rleich- 
el zur 
tet. 

>» mm 
Trag- 
eiden 
) mit 
r der 
] die 
rdem 
hung 


rohr 
aren, 
ı der 
ı (10) 
eisen 
yarer 
aden 
siert 
's in 
ache 
urde 
ruck 
‚ die 
der 
tau- 


N 


en, 
rt, 
ur 
ur 
er 


Se 











Band 15, Heft 4 i i r a : a en 
a: 9 1935 Schultz-Grunow. Der Reibuneswiderstand rotierender Scheiben 197 





Abb. 9 und 10 zeigen die Meßresultate bei der Scheibendrehzahl » = 10000/min®). Die 
Pfeile in Abb. 9 geben Größe und Richtung der Geschwindigkeiten in verschiedenen Parallel- 
ebenen an. Nur in unmittelbarer Nähe von Scheiben- und Gehäusewand treten radiale 
Komponenten auf. Im Kern streuen die Riehtungen etwas um «die 90° Lage, sie waren wegen 
turbulenter Schwankungen nicht genauer zu ermitteln. Die lineare Zunahme stimmt sehr 


6 RR RE 22) ’ 
eenau, und zwar rotiert die Luft mit der Winkelgeschwindigkeit 5 = ,, Auf anderen Radıen 


PR | 


ereab sich das gleiche Resultat, so daß also die Strömung rotationssymmetrisch ist. Die lineare 
/unahme wird ebenfalls durch den Verlauf des statischen Druckes bestätiet, der eine Parabel 
dp Pr h 
ereeben muß nach der Formel re «” ®). In Abb. 10 ıst dureh zwei der drei Meßpunkte, 
welche an den drei Wandanbohrungen ermittelt wurden, eine Parabel gelegt. Auch der dritte 
Punkt fällt darauf. Durch die Meßpunkte eines zweiten Versuches (s. Abb. 10) geht genau die 
oleiche Parabel, nur parallel verschoben, da das Druckniveau etwas anders lag. An der 
anderen Gehäusewand ergab sich der gleiche Druck, so daß also auf beiden Seiten der Scheibe 
symmetrische Strömungen herrschen. Die etwas streuenden Meßpunkte in Abb. 10 wurden 
mit Sonde aufgenonimen. 

Für die Entwieklung einer Theorie ergeben sieh aus den experimentell festgestellten 
Tatsachen folgende Fragestellungen, wenn man wieder vom Einfluß der zylindrischen Gehäuse- 
wand absieht. Wie groß ist der Reibungswiderstand einer im unbegrenzten Raum rotierenden 
Scheibe, wenn die Luft um die gleiche Achse mit der kleineren Winkelgeschwindigkeit 5 rotiert? 
Wie groß ist der Reibungswiderstand einer im unbegrenzten Raum ruhenden Scheibe, wenn 
die Luft um ihre Achse mit der Winkelgeschwindigkeit 5 rotiert”? 
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Abb. 8. Abb. 9. Abb. 10. 


5), Da nieht immer exakt bei n 10000 gemessen werden konnte, sind die Meßergebnisse auf diese Drehzahl um 


eereehnet worden nach den Formeln 
10.000 2 10.000 inf 
—— « » ıP — its . s 
Pı0 000 ’oemessen ® N . 1,0000 z (wemessen 2 :»D statischer, [7 Aatttdrlick. 
vVEOINIESSEeN reiNessen 


6) vel. ,.Prandtl: Abriß der Strömungslehre, S. 39, Braunschweig 1931. 





Ztsehr. f.angew. 


198 Schultz-Grunow,. Der Reibungswiderstand rotierender Scheiben Math. und Mech. 





Zur Beantwortung der Fragen werden die tangentialen und radialen Geschwindigkeits- 
profile ın den Grenzschichten angenommen, und zwar soll jedes Profil längs eines Radius sich 
ähnlich bleiben. Die Impulssätze in radialer und tangentialer Riehtung liefern dann zwei 
sımultane Differentialgleichungen für die Grenzschichtdieke d an der rotierenden bzw. 9 an 
der festen Wand und für den Profilparameter’). 


Für den laminaren Fall werden die Parabelprofile, welche Abb. 11 zeigt, angenommen. 
Die Radialprofile entsprechen sicher nicht genau der Wirklichkeit, jedoch ist bekannt, daß 
eine derartige Abweichung das Resultat wenie beeinflußt. An einem 
































| j Z,ahlenbeispiel wird später die Größenordnung des Einflusses festgestellt. 
\ 
| Zunächst werde die ruhende Scheibe behandelt. 
Als Gleichungen der Geschwindigkeitsprofile hat man: 
| n 2| | 0 
Na | Re \ | “ | 
I v—=ull 2 - li; w=rßIl 1 Bin S) 
En 2 Mu (8) 
l r 
7 wo ”, die maximale Geschwindigkeit bedeutet (vel. Abb. 11). Der 
Fr Impulssatz in radialer Richtung lautet: | 
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w v tritt kein Impuls ein, da sie keine radiale Komponente besitzt. Der | 
N Drallsatz, angewendet auf einen Kreisrinz von der Breite dr und der 
Abb. 1 Höhe »#, ergibt: | 
ı) ı 
N ' \ \ 
( ( ' ON 
"\rudz rd Ir "dz vr? | Be Zu . (9b). 
Q 5 \ | "or \ | (2/0 
0 0 
Aus (8) folgt: 
ı) ı 
\ / e) 7 ‘ \ / S ’n ) ) 0 | Apr 
ul en u’ üdz - DB Ma | ‘ 
1» \ h 15/ r) 2 z—( ı) 
[E 0 
(10). 
ı} ı) 
— . ») N ’ 
‘ Ye MH „4 
r-udz -srv,d v dz 0,7 2— 
\ 15/ ” \ 3 I} zZ j ( ı) 
[E () 
Vs Op ° « . ryv 5 ” “ 
Für \_, ist nach der Prandtlschen Grenzschicht-Theorie der Druckanstieg in der Haupt- 
or 
24 Op a 
strömung einzusetzen. Es gilt r y oU? *), also 
( 
B 
\ .n \ 
( pP ( / ( I’ ( > ( 
. Na „ "rı 
N “ oryp und \y,.de h\ er op» "u, 
m 
In die Impulsgleiehungen eingesetzt, erhält man, wenn gleichzeitig 
"u <D 
substituiert wird, 
+ f fi A ‘ )*r u ‘(3 1» 
«D: ı ->?r pad!) r ”:? DA r n pP’ vr" 5 v Y «D 
(1) 
Ro, 4 | 
-Dy - rD!) vr 
1» +.) 
‘'\v. Kärmäna.a.dV. 
8) I. Prandtla.a. Od 
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rkeits- » Lösung # = const, P = const- r Ist nieht die gesuchte, weil die Konstante imaginär wird 
s sich } im übrigen nieht die Randbedingungen erfüllt. Da die äußere Scheibenpartie den Haupt- 
zwei 'trae zum Reibungswiderstand liefert und man weiß, daß vom Scheibenradius b aus 9 und 
” an mit auch ? von Null aus wächst, wird die Lösung von r = b aus als Potenzreihe entwickelt 


‚ld hierfür die neue, vom Rande aus gezählte Variable 


men. ’ 
daß x — Bu er | u 
einem ) 
stellt. 
ineeführt. Dann schreibt sich (11): 
Du ' 19 ci 1D 
«DB? u) 231 z) PP 9-+ (I a) Pl + re pP bil x)” 9° u, Pi a)—=0) | 
” (13) 
(S). IIP9 +31 - @)P I  3B0rbil - x) 0 
D Ilier werden die Lösungsansätze 
er 


DB=xrle, +0, 2x +0,2°+..); darrld, +d,c td,” +...) 5 
eineesetzt. Die Randbedingungen P=-9=0 bei #=0 sind bereits berücksichtigt. » und p 

O. 2 _ i “ R Pr . 2. . . . 

va), sind so zu wählen, daß in (13) sich die »-Potenzen nur um Einheiten unterscheiden. Das ist 
der Fall mit 


3 | 
| n = ) 
r:D 4 I | 
. 
Der Die Koeffizienten e, d sind so zu bestimmen, daß (13) identisch gleich Null wird. Nach 
I der | längerer Rechnung erhält man 
D— ira ll) | pv [3,04 64. + 2 83) a? 2 S5D u? 1.Ss14 e | 
y z u s ; j (15). 
(Yh). I — ra | ‚ 14,355 9,545 2 + 4,015 0? t.46 ..” 1,29 2° | 
j I’ 
h 
i „ (dw 
Das totale Reibungsmoment M 2\2n ul a -dr wird mit (10) und (12) 
} O2 /z 0 
0 
r (1 ae)” 
(10). M=—8nuß D*\ g dx. 
! 
0 
Im Bereiche 0 = x =0,02 reicht es aus | a)’=1 3. und I =.“ z 1,3855 zu setzen. 
4 
upt- ls wird dann 
| 10,09 y 
| aM 0,397 upb® 
u v 


Im anschließenden Bereich wird da- 
regen graphisch integriert in der 
=. 2.(1—- x)’ 
Weise, daß y über x aufge- 
! 
traeen wird, was ın Abb. 12 ausge: 
führt ist. Zwischen x = 0,4 und # = 1 
konvergiert die Reihe (14) nicht ge- 
nügend, jedoch kann hier interpoliert 
werden, denn die Kurve nimmt beı 
=] den Wert O0 an, da dort ja 
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| /=0 ist. Durch Planimetrieren er- RT 02 
Il) 4er u .n Abb 12 2 
hält man als Flächeninhalt /= 47,6 Abb. 19 
em”, mithin 
_ » u ) p > pP 
M 1 ,6-4.27-0,009 up I" 2,99 up h* 
0,02 v v 
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Der Faktor 0,005 berücksichtigt den Zeichenmaßstab. Das totale Reibungsmoment der beild- 
seitie benetzten Platte wird 








us > ) * 
M=3387 uß* \/ - (16). 
» 
Die rotierende Scheibe: 
Nach Abb. 11 lauten die Gleichungen der Grenzschichtprofile 
oe - | „ \2] 
1‘ 8.” 13 [> = I) - „u v)YV lv ri 1 - | 
v \ () | 1) | 
wire wieder von der Sceheibenwand aus eezählt. 
Der Impulssatz lautet: 
ı) ) N) 
d i Or op je 
Ir " dz u” dz y r r dz N 1 
dr \ | \ r al 0 \) A 
( u ı 
der Drallsatz 
) A) 
d d RT 
"\vudz "DD "\vdz v # Ma BF Tr „22 2005) der. BE SE ERS ee ee 
FFAL \’ | Bz-ir\ (33). > (iv). 
ı m 
ls ıst 
d 
S | 2 /o I / 2| 0? ! 
vd A — u" dz 911 | - ; 1) | t — 
| 1 \ e | 2 | I ) | | R 2 0 h) 
| (15). 
; 437 ln 4 ou ) 
rud: rövr"Iisct>< -]; ndz — dd. Ö: = St ’)- 
\ " ’ 15 pn \ a FE 2): —=0 ur 
ı () 
Dies eingesetzt, ereıbt 
S cd | 2 /o Il /ov 193 u” 
= (rvV.)—- Pröll —|I— Ij+ — I) Srr \ u) 
1» d r ui r | u; | p u; | pP | | N) ı’ 
fi I o\ d > d R r’ 
Is= + > ("or — Br’ (rn, oO) vi ))2 
Pliz ) pD Feyr .) I dr | N) 
Die Lösung lautet 
s I) av 
1 - b ) | \ | 
N | ) N 150 IL } _ / 19 
— h ‚2o9»v )), 
) (t) (!) % 2 A ‘) ) 
2 = ) ) m » ı 179 
p p’ +) p +.) 
a ' 
: i OU 
Mit (15) wird ul, .) 2 ulm pP) s 
() = ( ( 
(! 
De y' 
une M: \ Lrulon  p)2 dr 
N) 
0 





Demmach ist das totale Reibungsmoment der beidseitig benetzten Scheibe: 


\/ 17a! | | - | "EEE Yes I’ " 
re ken pP) 2tr9 
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(16). 


(Ira). 


(IT). 


(18). 


(19). 


(20). 
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un ist noch 5 zu ermitteln. Der Drallsatz sagt aus, daß auf die rotierende Scheibe und 
uf das Gehäuse Reibungsmomente von gleicher Größe ausgeübt werden. Wird wieder die 
Reibung an der als sehr schmal vorausgesetzten zylindrischen Gehäusewand vernachlässigt, 
o ist jener Wert von 5 der gesuchte, bei welehem (20) und (16) gleiche Werte liefern bei 

a®). Die Kurven in Abb. 13a stellen diese Gleichungen dar. Ihr Schnittpunkt ergibt 


() 








BE 5 5 u (21a). 
p 
\lithin ist nach (20) oder (16) 
(!) 
M "in 1.2334 
y 
(21b) 
1.334 
r 
/ | I, 
N 
„ge ruhende Scheibe 
S ds 
& 
Ss 
6 18 03 
II 


[B 

V 

— on 
7% 




















' 02: 
a ruhende 
SI + 
I 
2 07 
4 | | 0 Br | RERERREN, URESUUENE DR-SSHE. DESHENEEN HEENeee] IERERE. DOREEN, DE 
e 2 Ja mm 13 m 15 I6 I7 78 719w/R 
A66 3a,b| lominar turbulert 
Abb. 13a. ‚ Abb. 13b. 


In Abb. 2 ist ec; durch Gerade (2) dargestellt. Sie tangiert die Versuchskurve sehr gut. Das 
Abbiegen der letzteren bei höheren und niedrigeren A, ist damit zu erklären, daß im ersteren 
Falle am Scheibenrand Turbulenz einsetzt, im zweiten das wie ein starrer Körper rotierende 
/wischengebiet verlorengeht und ein Übergang zu der Lösung le stattfindet. Die Kontinuitäts- 
bedingung wird nicht genau erfüllt. Z. B. tritt durch den Zylindersehnitt # = 0,Sa die Menge 
V—=1,t4a? yrp radial nach außen, dagegen Q=2,24 a” yYvrp nach innen. Nimmt man an, 
daß die Differenz im Kerne gleichmäßig verteilt durehtritt, dort also doch radiale Ge- 
schwindigkeitskomponenten » auftreten, so fallen diese so winzig aus, daß ihre Berück- 


et, £ E ‚a | " 
sichtieung nichts bringen würde. Es wäre dann z 0,146 — te 1" ım Kern. 


> 


» .ı. ) ® ri. ‚ u . » . x . 0 
Endlich soll (20) für 0 mit vv Karmäans Resultaten für die freie Scheibe '’) ver- 
(!) 


olichen werden. (20) ergibt die in Abb. 3 gestrichelte Linie, also S°/o höhere Werte. Hierin 
äußert sich der Unterschied der angenommenen Grenzschichtprofile. 


Für den turbulenten Fall werden in Analogie zur Strömung an der ebenen Platte 
[olgende Reibungsschiecht-Profille angenommen): 


An beiden Scheiben = r,* | 1 resp. mit I, m, 
h) h) 
„\1j, 
An der ruhenden 7 r ß| 
ı) 
| = \1lz] 
An der rotierenden u=r(n— p) || | N Iı+rß. 
| ( | 
») Es war eingangs vorausgesetzt worden, daß Scheiben 92a und Gehäuse 2b nahezu gleich sind. 


10) A.a.0. 
11) v. Kärmäana.2a.$O. 
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In die Impulssätze (9) und (17) hat man daher die folgenden Integralwerte einzusetzen: 


) ) 
Beide Scheiben "dz Ir, VA0OI: \rdz 9,0207 resp. mit d, vr, 
ı) 1 
| 
ı ı | 
1} N - ’ ., vr Ad 1 f} ‘ . . 
kuhende Scheibe u? dz mn JV) 148: rudz :rDv, 3021405 
() 0 I») | 
N : O 
Rotierende Scheibe \ u? d: OO. MDTS HH rn pOV II - r“ p" VVTIS: 
il 
) | 
rudz rot oOVLOIGI rß v., 6Ö 0.4 
0 





In «die Reibungsglieder von (9) und (17) wird die am geraden Kreisrohr experimentell er- 
mittelte Wandschubspannung 


py \'la 


7 v5 0 e? | su 
£ PR: 


eingeführt. Für die Geschwindigkeit e ist hier e pr? + u? einzusetzen und r ist zu zerlegen 


® ® . r . R e a [A [A 
in die radiale und Umfangskomponente: 7, sing, g=reosy. Mit sing ‚COS g 
z 
wird an der ruhenden Scheibe 
I v 3 
,’ 4 : I‘ e = 
T, dd In B) (r ) ur I‘ _ Be Ya | 
nn | ) [ ) Heyne I | 
(29) 
1 9 4 
» \ la v,: s 
7 VPS 0o|, (rh)'!a A RN 
{ o| ı I’ |. pP 





Krsetzt man hier 9 durch 9, 5 durch ®  £, vr, durch »,*, so hat man die Ausdrücke für 
r,, 7, an der rotierenden Scheibe, 


Die Impulssätze für die ruhende Wand lauten nun: 


1 > 13 
_ { R —— 3 99 {t } 29 { - ” u 7 ’: | Oo | ’ 
0.20, (1) A r)! 0)ı fl iS ai pr ı) Di a a pP 1) ur >) | ) ®, ge" a 5° | r ;. ) | 
! 1? j’ | 
er 2 | &, y l 4 £ | e 13 PN 
VB Pre) ODE On)! 0,0225 |—) ru pa) +1 
l I ı) I ır" p° l 
Vo ö. ze ”- b—r . 
‚.. wird geren Eins vernachlässigt. Führt man dann wieder P=r,d und N ein, 
az ) 


außerdem d==#9"a, um die gebrochenen Exponenten von 9 zu beseitigen, so nehmen die 
beiden Gleichungen folgende Form an: 


PdHtl a) Pd - 2Pp ddl )+107531 Pl — ar) da’ 


2] 21 


O0.IOST j> N y' 1 I‘ iD | x + r? ‚r® A, 
| 32 351 | 
Pd3odmlıl Pd 003676 Pran'ıa Da ll ! | 
DI-V, e)\Pre Vbıb Par la ha “An, 30 a TR 
| r ) 8 351 ' 
ra haft or) a ıst hier in eine Reihe entwickelt. Die Lösung wird vom Scheibenrande 


aus als Potenzreihe entwickelt. dadurch. daß die Lösungsansätze 

D= role, +c,2x+c,20?+...); d=xle(d,+dxc+d,r’+...) 
eineeführt und die Koeffizienten auf eleiche Weise wie früher bestimmt werden. Eine 
umfanereiche Reehnune führt zu 


" -—.- ‘. N ) D . ur Y 
dd r! Ki | | I,” 20 O.S994 II .r -O, SI | Kr ii 1.3.39 zer) 


«b r’ho 15 7'15 bPls 4254 1.504 .r u 1.47 g*® 6.049 .r” == .1S.r") i 
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7]: 7 
| )ıs Reibunesmoment JM I{a\r,;r?dr lautet mit (25) 
(l 
j M a ; (| „e)' ia 
| M I 7:0,0225 0 ba tn la \ dr 
. > j dd 
u 
(32). / 2 \tlao 
Im Bereiche 0 °..2 0,02 liefert die Integration mit dw |l,) Dl2o0S554 und (1 an)" 
’ 
In 
| i 
| 
AIR j m 3 (0 Pr _ Od 16 
MW or'ı BD | h’’i>s 4 r V.0225 — 
m - \y (),S9. | 
ell er- | 
rleeen 
" 
| 
" 
(25) 
e für 
05 06 07 08 ) 7 
= 
Abb. 14. 
> r } ; . ” , . R j b s (| ey'dla 
"ür die graphische Integration im übrigen Bereich stellt Abb. 14 den Verlauf von 
{ 
dar. Zwischen #=03 und «==1 ist interpollert. Man bekommt 
ein, \/ 01'595 b5 0,005 66,0: 4.7: 0,0225. 
die . “ 
6.005 ist ein Faktor, der den Maßstab des Diagrammes ın Abb. I4 berücksiehtiet. Hliermit 
wird das totale Reibunesmoment der beidseitig benetzten Scheibe 
M == 0r'5 55 5 4.7: 0,0225 [0,0369 + 0,35] = 0 7" 5 5 b°547-0,0225 0,367 .0..024). 
Die Impulssätze (17) für die rotierende Scheibe schreiben sich, wenn (22) und (23) 
berücksichtigt wird: 
0,207 (ro, ML VO2TSr’w” od v.1044 mp0 V.i1ıS ro v” 5° 0 
- r 3 FR wi } | Ph s 
0,0225 | |) ro A)’ |, — +] 
ınde ( WR KLZ, pP) 
4 1 0 
/) r Dr ) Ed - ’ r ) : "n u “ 
0.31 »|0.2 L - \(r" vo) 0,4109 r" Pro, 0)' 0.0225 | y’ıalın ur e — | 
0!) ’ N) len n»Y 
ine Die Lösung lautet . 
o=yris, vo =alw — P)r 
Kür a und y ergeben sich die Bestimmungsgleichungen 
y» \'la 
0.745 valı p)* HIDTS w”y 0101 »py 4 0), 222 pP’ y 0,0225 | ale pp) 
11, / 
hu > per ” u ) f 
ay ((n P) (V315 on | 0.0 P) 0,0225 | : (en pP), 
14° 











Be 


’ ’ i . ’ ’ . Ztschr. f.angew. 
204 Schultz-Grunow, Der Reibungswiderstand rotierender Scheiben Math. und Mech. 





wo wieder die Klammern mit dem Exponenten *s der UÜbersichtliehkeit halber vernach- 
lässigt wurden. Hieraus 


dr) . . (ı) 
I—) 0,0278 + — 0,1944 — 0,222 
E | ) D 
(L° 
() (1) = 
| -1.058 — 0.241 
p PP 
y | »e0/o | In | Um) ls 
4 (3 | h | wu . 
[0.313 —, 0,508) 
| p 
\ls Reibungesmoment erhält man nun 
d 
i R = y’ Yıy rs ) .; nn 
Ayj I \ Tr, M° dr In 0,0225 | e (iv pP) "9 a0 . . 29). 
M x 


‘ı) . . . . - 
wird nun wieder aus dem Drallsatz bestimmt. In Abb. 13b ist (24) und (25) dargestellt 


j’ 
dureh die Faktoren, um welche sich beide Gleichungen unterscheiden, also (24) durch 0,367, 
. “ 201 v \'/20 A : » , .. 
(25) dureh | 1] > ri ) . Der Schnittpunkt der beiden Kurven liefert 
F 


ei ' ) 
/ / l 


02) e i 
6 ee 8 
pP 
Dieser Wert ist also unabhänezie von s, genau so wie vorhin im laminaren Fall (weiter unten 
wird auf dieses Ergebnis näher eingegangen). Hiermit wird der Reibungskoeffizient 


00311 
5 \ R_ 


ee = 


Wie Abb. 2 zeigt, läuft die Gerade (2), welche diesen e7-Wert darstellt, recht gut parallel 
zur Versuchskurve, jedoch sind die errechneten Werte um 17°» zu klein. Diese Differenz 
muß man hinnehmen mangels besser geeigneter Ansätze für die Wandschubspannung. 
Formeln (23) gründen sich ja auf Versuche am geraden Rohr und brauchen deshalb nicht mit 
eleicher Genauiekeit die Scheibenreibung wiederzugeben. Immerhin kann man feststellen, 
daß an der rotierenden Scheibe erößere Wandreibunge auftritt, als im zeraden Rohr, eine 
Krkenntnis, die sich aus den Untersuchungen der freien Scheibe (Abb. 3) nieht gewinnen ließ 


. . : ö (v = . 
weeen der größeren Streuung der Versuchsergebnisse. Den berechneten Wert —, 1.054 wird 
‚> 
! ’ u . d 0) di 
man als schlecht mit dem Versuch übereinstimmend erachten, denn Abb. 9 ereibt — = 28. 
P 


Man muß aber bedenken, daß, wie gesagt, der benützte Ansatz für die Wandschubspannung 
für andere Verhältnisse gilt, außerdem der Versuch mit einer extrem großen Spaltbreite s 
ausgeführt wurde, bei welcher auch die Reibung an der zylindrischen Gehäusewand wohl 
eine erhebliche Rolle spielt. Den Praktiker werden die Resultate (21a) und (26) befriedigen, 
da sie mit seinen bisherigen Annahmen (7 2] ut übereinstimmen. 
/ Ä 

Aus der Tatsache, daß bei größeren PR, sich Grenzschiehten an den Gehäusewänden 
und an der Scheibe ausbilden, dazwischen die Luft als starrer Körper rotiert, läßt sich 
schließen, daß die Winkelgeschwindigkeit der Luft und daher der Reibungswiderstand unab- 
hängie von s, d.h. der Gehäusebreite, ist, auch unabhängize davon, ob s auf jeder Seite der 
Scheibe einen anderen Wert besitzt, nur muß die Gehäusebreite so klein bleiben, daß die 
Keibung an der zylindrischen Gehäusewand keine Rolle spielt. Hierzu gibt Abb. 2 eigene 
Versuchsresultate, welche für s/b = 0,03 diese Folgerung im Meßbereich le R,=5.,4--5,9 be- 
stätigen, ferner stellt in Abb. 2 die strichpunktierte Linie Mittelwerte der Messungen von 
Z/umbusch bei s/a 0,1 dar, welehe die Folgerung im Bereich lg R,==7,1--8 bestätigt, da 
die Linie noch in den Streubereich der bei s/a=0,0199 erhaltenen Meßpunkte fällt. Aus 
Abb. 5 geht hervor, wie bei den eigenen Versuchen das Drehmoment abgelesen wurde. Be- 
merkenswert ist die Stromzuführung mittels in (Quecksilber tauchender Segmente (1), deren 
Auftrieb in jeder Lage des pendelnd aufgehängten Motors durch dessen Achse geht, also ın 
den Meßergzebnissen nicht berücksichtigt werden muß. 


Mein hocehverehrter Lehrer, Herr Professor Dr. h.e. L. Prandtl, hat vorliegende Arbeit 
dureh lehrreiche Ratschläge gefördert, wofür ich auch hier bestens danke. 166 
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Die analytische Ausbildung von Schiffsformen. 
Von Georg Weinblum in Berlin. 
(Mitteilune der Preußischen Versuchsanstalt für Wasserbau und Schiffbau.) 


I. Problemstellung und Bezeichnungen. 


reichen an ein Sehiff zu stellenden Forderungen mögrliehst „ut erfüllen: hierin ein- 
resehlossen ist das Problem, für gegebene Schiffsoberflächen die wichtigsten mechanischen 
Kieenschaften festzustellen, wobei im engeren (zebräuchliehen) Sinne hierher nur die Frage- 
stellungen gehören, die das Schiff als starren Körper behandeln, während die Erforschung der 
K"estiekeitseieensehaften ins Gebiet der Statik der Schiffe verwiesen wird (das Problem der 


N)" Aufeaäbe der Schiffstheorie besteht darin, Schiffsformen zu finden, welche die zahl- 


»lastisehen Vibrationen ist ein Grenzeebiet, welches sowohl der Sehiffstheorie wie der Statik 


ınzehört). Voraussetzung für eine einheitliche analytische Behandlung und überhaupt eine 
konsequente Durchführung aller in Frage stehenden Aufgaben, von denen wir die Schiffs- 
seometrie einschließlich Stabilitätstheorie, die Lehre vom Widerstand und vom Ver- 
halten eines Schiffes im Seegang als wichtigste nennen wollen, ist eine wohldefinierte 
Darstellung der Schiffsformen:;: da letztere eine lange Zeit gefehlt hat, ist notwendiger- 
weise ein Teil der Problemstelluneen in der Luft hängen geblieben und die Lösung 
einer ganzen Zahl anderer auf rein empirische und experimentelle Bahnen gedrängt worden, 
womit die Anhäufune eines wunübersehbaren Tatsachenmaterials ohne klare Gliederung 
verbunden ist. Von den drei genannten wichtigsten Abschnitten der Schiffstheorie eignet 
sich besonders die Widerstandslehre als Ausgangspunkt für eine analytische Ausbildung von 
Schiffsrümpfen wegen ihrer zentralen Stellung sowohl in der Theorie wie in der Praxis. 
Erwähnt seien in diesem Zusammenhange die Bemühungen Rankines, Wasserlinien dureh 
(uell-Senkenverteilungen zu erzeugen '); ein wesentlicher Erfolg konnte dieser Methode aber 
nieht vergönnt sein, da das tertium eomparationis, der Widerstand, nur mangelhaft erfaßt 
wird. Tech habe den Wee über die Theorie des Wellenwiderstandes eingeschlagen, um 
eünstige Schiffsformen zu entwickeln und eine Systematik derselben aufzustellen ?); die ein- 
[achen analvtischen Ausdrücke für Schiffslinien und Oberflächen, die sieh von dem genannten 
Teilproblem ausgehend gewinnen lassen, eignen sich im gleichen Maße für Anwendungen 
auf anderen Gebieten unserer Wissenschaft wie für den praktischen Entwurf: es ist 
laher gerechtfertigt. unserer Abhandlung den vorstehend genannten Titel zu geben, obgleich 
sie sieh ausschließlich mit Widerstandsproblemen befaßt. Die Rückführung der gestellten 
Aufgabe auf ein Minimalproblem ist im vorliegenden Falle besonders angebracht, da man 
auf diese Weise nieht nur eine elegante Formulierung, sondern einen bequemen Weg zur 
Lösung gewinnt: die analytische Methode kann damit den Anspruch erheben, als eben- 
bürtiees Hilfsmittel zur Entwieklunge von Schiffsformen neben Versuch 
und praktischer Erfahrung gewertet zu werden. Wegen sonstiger Anwendungen 
von Polynomen verweise ich auf zwei Abhandlungen’). Selbstverständlich werden beim prak- 
tischen Entwurf die Rücksiehten auf den Wellenwiderstand dauernd durch andere Ge- 
sichtspunkte ergänzt und korrigiert werden müssen, insbesondere wird für völlig langsame 
Schiffe das Problem der Oberflächen geringsten Reibungswiderstands, dessen Lösung sich noch 
im Anfangsstadium befindet, anders geartete Formen zeitigen, als sie hier behandelt werden. 

In der vorliegenden Arbeit will ich eine Methode entwickeln, welche mit den elemen- 
tarsten Hilfsmitteln einen Überblick über einfache Sehiffsformen und ihre Widerstandseigen- 
schaften vermittelt und neue günstige Formen aufzufinden gestattet, ohne daß man in jedem 
Falle auf die etwas zeitraubenden vollständigen Auswertungen des Michellschen Wider- 
standsinteerals, die für genauere Ergebnisse natürlich unerläßlich bleiben, zurückgreifen muß. 
Aus den Darlegungen von Havelock und Wiglev folgte, daß wir auch heute noch uns 
auf die Theorie Michells stützen müssen, wenn wir mit erträglichem Arbeitsaufwand prak- 
tische Probleme lösen wollen®*); sie ist daher den folgenden Ausführungen zugrunde gelegt. 
Behandelt werden nur Deplacementsschiffe (Gewicht > statischer Auftrieb) und von 
diesen nur Elementarschiffe,. die wir wie folet definieren wollen: Die Oberflächen- 
rleiehung 1. genügt der Michellschen Bedingung kleiner Neigungen zur Mittschiffsebene, 
>. hat eine rechteckige Längskontur‘?) und 3. läßt sich in der Form 


Be 2.3 a Er a ra 
Ars SD Nr Ge GE 


1, Rankine: On plane water lines . .., Phil. Trans. 1864. 

2), ZAMM 1030 und Verh. d. III. Int. Konger. Teehn. Meeh., Stockholm 1930. 

>) Werft-Reederei. Hafen 1933 und Sehiffban 1934. 

3a) Man vergleiche jedoch die weitergehenden Bemühungen von Hogner: Jahrb. Schiffb.-Ges. ] 

4) IJch möchte ausdrücklieh betonen, daß diese Bedineung nieht eine im Wesen des Integrals R (16) liegende 
»esechränkung bedeutet, sondern nur zwecks bequemer Auswertung desselben eingeführt wird. 


darstellen: 


932. 
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ist die Gleiehune der Konstruktions- (Schwimm-) Wasserlinie: 


Ad... | | . ..68) 
die des Hauptspants: 


s HER J Bo “ TE a > 5 


wenn LU Länge. B= Breite, T- Tiefeanz des Schiffes bedeuten. Die Untersuchungen be- 
ziehen sieh also zunächst nur auf die reine Form der Oberfläche, nieht auf die Verhältnisse 
der Hauptabmessungen: der Einfluß der letzteren kann mit Ausnahme der Breite nur durch 
eine vollständiee Untersuehung erfaßt werden. Folgende Definitionen und Bezeichnungen 
sind von Wichtiekeit: 





f, (42 a Völligkeitsgrad der Schwimmlinie . 2. 2 2202020...) 
f.(O)dL } Völligkeitsgrad des Hauptspants . . a | 
r . . r 
„dzsdZö=9  Völligkeitsgrad der Verdrängung . . 2. 2 2 2 22. lm), 
für Gl. (dh) galt 
ed) an s i i s ; £ : 5 ’ . - .. (8). 
„dZ==Ft£) Gleichung der Spantflächen- oder Verdrängungskurve (9), 


FiSlds N) , a i ; . . . . 6 R . . . . . . (Io), 
Völliekeitserad der FiS)-Kurve wird Schärfeerad des Schiffes eenannt: für (1) wird 
FIBEITLTIDEI CU R 3 u a a er rs MN 


die beiden Kurven unterscheiden sich nur dureh einen Proportionalitätsfaktor, wir können 
daher «die im foleenden behandelten Schiffslinien sowohl als Wasserlinien wie FI& deuten 
und für sie die Bezeichnung »)(£) benutzen. Insbesondere gilt für (1) aus (8) 


dA )/h e ’ : 2, 
n " \ r 
\ I: roudesche Zahl i : ; ! E (13). 
Id. 
| 
„=-3% VE: ne an: Ve VE a Fre a ee (14), 
= ı$ 
dı Io) ü } au 
/ Kıntrittswert . a ars Zn 
(ÜÖ© e ] 
==e\J?fiy)dy  Michellsches Integral . . . + YIbh 


a 
7 I; 
ap SA 
0) . 2 „u & 
J \\y:® Er BOYZUEdL, . » « Pen 


M " 
(wir betrachten nur zum &X symmetrische Schiffsformen, s. w. unten), 


) 





Er siny£Ed&=M,„(Y) eosyidi=Mul) : - - | . (18). 
Unsere Problemstellung die Ausbildune von Scehiffsformen eestattet uns. auf die 


Krınittlune der Absolutwerte des Wellenwiderstandes zunächst zu verziehten und das 
Schwergewicht auf ihre relatıven Größen zu leren, was auch bei vergleichenden Entwürfen 
der Praxis oft der Fall sein wird: ein Vergleich ist aber, wie schon früher angeführt, be- 





'.T.angew. 


und Mech. 


(4). 
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(5). 
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wird 
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(12), 


(13). 


(14), 


(15). 


(16). 
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onders für Elementarsehiffe oft über das Zwischenintegral .J/, insbesondere dessen von der 
| änesverteilune der Verdrängune abhängigen Faktor F, (s. weiter unten Gl. (37). der in ein- 
achster Weise mit den Formparametern «a, f zusammenhängt, möglich. Solche einfachen Be- 
trachtungen langen z. B. aus, die empirisch festgestellten Vorzüge gewisser sonderbarer Formen. 
wie Wulste, Schwanenhälse usw. zu erklären und darüber hinaus weitere überraschend an- 
mutende Formen aufzufinden, die bei bestimmten Froudeschen Zahlen zeute Widerstands- 
eieenschaften aufweisen: in jedem Falle bilden sie eine wiehtize Vorstufe für die vollständige 
Auswertung des Widerstandsintegrals oder eine Lösung der gestellten Minimumaufgaben nach 
dem Verfahren von Ritz, das anzuwenden ist, wenn allgemeinere Schiffseleichungen 


Betr en: BES ANERSD IE 2. 4.4 42.08 401. Ba DEEERRETE „>, GERE 


vorlieren, eine größere Präzision verlangt wird, der Einfluß des Tiefeangesverhältnisses TI! I 
verfolgt werden soll oder die 2,-Funktion einen komplizierten Verlauf annimmt. Wir riehten 
in «dieser Arbeit unser Augenmerk auf die Längsverteilung des Deplacements als den 
sehwieriesten und meist auch wiehtiesten Teil der Aufgabe: wir können es daher vermeiden. 
hier im einzelnen auf die Darstellung der Spantform einzugehen, besonders da die noch be- 
stehenden Schwierigkeiten bei höheren Völligkeitseraden ohne Einfluß auf die Resultate dieser 
Widerstandsuntersuchungen bleiben. 

Die Anwendbarkeit der gefundenen Ergebnisse auf die Verhältnisse in zäher Flüssiekeit 
will ieh hier nieht diskutieren und verweise auf eine Reihe von Arbeiten von Wigley und 
mir selbst in den Mitteilungen der englischen und deutschen Schiffbautechnisehen Jahrbücher °): 
im allgemeinen bestätigen sieh die Schlußfolgerungen qualitativ sehr gut: es gibt aber eine 
Reihe von Gebieten, in welehen noch umfangreiche Modellversuche notwendig sind. Letztere 
sind dank dem Entzerenkommen von Herrn Professor Seifert und Dr.-Ing. Weitbreecht 
init Unterstützung der Notgemeinschaft weiterhin in der Versuchsanstalt für Wasserbau 
und Schiffbau, Berlin. ermöglicht worden; sie werden sieh auf eine Prüfung der wiehtiesten 
hier gefundenen Ergebnisse erstreeken und haben sehon für die später angeführten scharfen 
Schilfsformen zu einer bemerkenswerten Bestätieunge der Rechnung geführt. Handelt es sıch 
darum, den Gesamtwiderstand zu einem Minimum zu machen, so genügt eine quali- 
tative Übereinstimmung zwischen Theorie und Versuch noch nicht, sondern es müssen 
quantitativ zuverlässige Angaben vorhanden sein, die insbesondere gestatten, die Ände- 
rungen des Gesamtwiderstandes in Abhängigkeit von Variationen der Hauptabmessungen zu 
verfolgen, Dieses Problem behandeln wir hier nicht. | 


Il. Exakte Schiffslinien. 


Die Untersuchung von Schiffslinien läßt sich auf eine Diskussion einfacher Polynome 
zwisehen den Grenzen OÖ und 1 zurückführen. Man kann zeigen, daß solche Funktionen ın 
den meisten Fällen alle praktisch notwendigen Eigenschaften aufweisen und wichtige all- 
gemeine Gesichtspunkte für den Schiffsentwurf vermitteln. Bei unseren Betrachtungen gehen 
wir von einer „Grundform” 


den, m, m)—l — Em — an — he ER. 


aus, die zwei willkürliche Parameter an, “ns enthält und den Randbedingungen 7 15-0, 
„0-1 genügt”*). Diese Koeffizienten drücken wir im folgenden immer dureh den Völligkeits- 


2) Ä zz FERN 
rad «a ‚ und den Wert der Eintrittstangente f im Bug des Schiffes aus; zwischen den 
I 


Beiwerten der Gleiehung und den genannten Formegrößen bestehen lineare Zusammenhänge, 
auf denen eine rationelle Darstellune der Schiffslinien und im Zusammenhang damit eine 
einfache reehnerische Behandlung verschiedener Probleme der Schiffstheorie aufbauen. Mit 
(m, m, 1,5; a,; 1) werden wir eine bestimmte Kurve einer Grundform bezeichnen. Für die 
Kurve konstanter Völligkeit a=const gilt die Beziehung 


m, —t m, a, i 
Ams Am; De a  — .° 
"mM, m, M, 
für ?= const 
| m, | m. a, m, | an 
Am m, (m,+-Na] Um 2... ‚ 122) 
: m. iM, m, +1 m, m, 


5,8. a. C. Wigrlevy: „Wave resistance; progress since 1930%, IV. Int. Kongr. Teehn. Mech., Cambridge 1954. 
5a) Wir verwenden aueh für die Sehiffslinien die Bezeichnung 7, wenn eine Verwechslung mit der Gleichung der 
Oberfläche ausgeschlossen ist. 
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und bei voreesehriebenem « und #f wird der Koeffizient 


(m, + lm, +1) (m, Nimm, + 
(l,, lan all, hl 
(u, si, )d(aı,, nt) 


(23). 


It, e,ıialt, ut,) 
Diese Kirenschaft der linearen Abhängiekeit gilt auch für die statischen Momente und die 
Länzenträgheitsmomente, «die sich daher bequem durch die beiden Formgrößen ausdrücken 
lassen, nieht dageren mehr für das Breitenträrheitsmoment. 

Die. Grundformen kann man ebenso aus einer Ausganeskurve ı 


und zwei Zusatzkurvensceharen 1 5,2” herstellen. Diese Zusatzkurven werden so be- 


mn m» 


wm mar 


ty to ty 
stimmt, daß für den einen Satz die Bedingung Ta==-0, 1-0 und für den anderen I1==0. 
la (0) velten. wenn 


dl | 
indt— Aa { If eo 5,5 2 MN. 


\ / > q d > ' In 


Die Gleichung der Grundform läßt sich daher wie folgt schreiben: 
1, m, m, m,: a: Dam, mn, m, at ln, m, m,; Sa; dd + (lm, m, m,:0; AN. . (25), 
wobei die Bezeichnungen ohne weiteres verstöndlieh sind: 
sah Än, et A, 


0 u 


Die Koeffizienten bereehnen sieh aus den Gleichungen 


für (on, m,m,: la: OÖ 
(m, +1) (m, +1) (m, +1) m.— m, . 
D;.. lcı # = Du h, 22a). 
(v8, me,)(nt, m.) E I. I, 
für (m, m,m,: 0: AP 
m, +1 m, 1 2 
Du; E B It : 25h). 
(it, m.) (m, nt ,) u (mt, m,) (m, m ,) 


Die praktisch wichtigen Kurvenscharen mit der Bedingung 1-0 und dem Flächeninhalt Aa 
werden in der Rerel zwischen 20 und £=1 keine Wurzeln haben, dagegen die anderen 
mit der Bedineunz la 0 stets (wenigstens) eine. Von besonderem Interesse für spätere 
Anwendungen sind auch die »ifferentialkurven 

dl d 


Gm, m, ut,: Ja: 0) und / 
E ( 


1: m, m, m,;0d: Ih, 
Ge = ® - 


- 


welehe sinneemäß in der Rere]l eine bzw. zwei Wurzeln in unserem Intervall aufweisen. Es 
ist zweekmäßle, die Zusatzkurven für bestimmte Ja und J4# zu normieren, etwa Ja=0J 
und .1/ I. die Beziehune (25) lautet dann 


"=n,+t+b(m, m, m,;0,1;D +c(m, m,m,;0:D) . .» 2 2 2020020. (26), 
wenn a a,+-V015b und f=#,-+e,b und e sind Konstante. 


/u neuen Formen kann man übergehen, indem man Kurven superponiert, die der Be- 
ziehung la 0, 17° 0 genügen; 


. - m wr. o7\. 
cm, 1, 1, M,:V:V) P7; at A Eur Fre u | 


m >» ‚m 


die Koeffizienten «dieser Zusatzformen sind dureh die Gleichungen gzereben: 


(m m,)imn, — m,){im, +1 (nm, - min, — m, (m, +1) ” 
{ - - . Ce B r ( ), 
(9 nu. Ykııl, my, I) ; tut. t,ıialt, m, IM, Tr h) 
Diese Linien lassen sieh leicht nach folgendem Schema ableiten: 
on, a, m, mM.:0: dd — Alm, m, m: 01:0) (m, m, 1,3010} | 
. .) i - - . | ‘ 
(29). 
I Alm, m, m,, 0:1) am, m, 1,, 0: 1) | 


die Konstanten ‚I und RB sind dureh die Verfürune bestimmt, daß der Koeffizient von &Mmo 
oleiech 1 gesetzt ist. Eine Anzahl eharakteristischer Schiffslinien sind in Abb. 1, die Zusatz- 
kurven in Abb. 2 bis 4 veranschaulicht: eine umfangreichere Darstellung findet sich in der 
Zeitschrift Schiffbau, Heft S und 9, 1934. Die Wurzeln, Maxima, Wendepunkte u. dgl. lassen 
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Abb. 2. Zusatzkurven (m; Ma my: 0; 1) (Flächeninhalt 4: 0). 
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Abb. 3. Zusatzkurven cm; mo ma: 0,1: (Kintrittswert St N, 





























UI/A 
000 
008 
006 
004 1 Vz u nn en 
k 5 
| 002 
2 oO u 05 6 OT GB 03 70 7) a de 
Io 
Darstellung verschiedener Sehiffslinien für \ 
Völligkei ade v 0,52 — 0,82 004 
ölligkeitsgrade von 0,92—1,82. (Mg, Mr Mp. My; 0:0) 
-006 Ä Ä 
—— + — Standardformen nach Taylor -008 
RM -00 
_ | —— /N 10 12) -072 
— (?, 3, th) und 2, 4, h) -A74 
— — — 6,810 BE 3 EEE FO EEE RR 
— —— zuısammengesetzte Kurve Abb. 4. Zusatzkurven “my, Mo ma; 0: Wy; Ft 0, Ja ", 


sieh für die Grundformen und die einzeführten Zusatzkurven mühelos berechnen; Unter- 
suchungen haben ereeben, daß sehon eine Kombination aus zwei zweckmäßig gewählten 


Grundformen resp. aus einer Grundform und einer Zusatzform Ja =0, At 0 was dasselbe 
Ist fast alle üblichen schlanken Schiffslinien darzustellen gestattet. Es bereitet natürlich 


gar keine Schwierigkeiten, weitere Bedingungen, etwa Wendepunkte oder Krümmungsradien 
entweder unmittelbar oder durch besondere Zusatzpolynome zu berücksichtigen. Bei sehr 
völligen Kurven, wie sie zur Darstellung von Spanten notwendig sind, können erhebliche 
Schwieriekeiten auftreten, die vor allem darin liegen, daß die Krümmungsradien geringer 
werden, als die ausführende Praxis es verlangt. 

Die im vorstehenden angegebenen Beziehungen ermöglichen es. brauchbare Näherungs- 
/ormeln für Trägheitsmomente usw. anzugeben?). 
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Besondere UÜberleruneen sind für die Ausbildune von Bulbformen aufzustellen: für 
reehnerische Zwecke wendet man hier Potenzen mit sehr hohen Exponenten (etwa bis 100) 
an. Insbesondere werden wır Binome der Form 


100 


-10 . 
Im=alE”" — ET)... rer ee 


einführen, um Wulste gegebener Sehiffslinien zu superponieren (s. weiter unten). 


Steieert man den Grad der Grundformen, so zelinet es ohne weiteres, Kurven darzu- 
stellen, die (innerhalb praktischer Genauigkeitsgrenzen) ein paralleles Mittelschiff besitzen. 
Natürlieh kann man ebensogut solehe Schiffslinien aus einer Parallelen zur Achse und einer 
Kurve zusammenstellen derart, daß im Bereich £=0 bis = 8, gilt „=1; von E=E, bis 1 
setzt man «die Gleichung der Kurve wie folgt an: 


\ - sı 
7 | Salz = (>1) 
Die Völligekeit des nichtparallelen Teiles beträgt 
“ So *).) 
A, | a Ba er a ee ee 
die Tangente 
er 
‚_- m, 4 83) 
” ” . . . . . . . . . . . . "„)»|, 
| & | & 


wenn #, der Abschnitt der Tangente auf der Ordinate &, Ist. Für die rechnerische Behandlung 
bietet «lie von O bis I gültige Gleichung gewisse Vorzüge. Die Gleichungen der Schiffslinien 
können in bekannter Weise zum Ausbau der Oberflächengleichungen benutzt werden. 


Wir streifen kurz die Frage, ob die dureh Polynome definierten Schiffslinien (ab- 
vesehen vom Problem des Wellenwiderstandes) als hydrodynamisch zweekmäßig anzusprechen 
sind. oder, um einem unklaren Einwand eine konkrete Fassung zu zeben, ob sich diese 
Linien dureh einfache Quellsenkenverteilungen darstellen lassen. Ist die Kurve sehr schlank 
(wir wollen sie als Spantflächenkurve eines Rotationskörpers deuten), so gilt nach der 
Potentialtheorie für eine gleiehförmige Geschwindiekeit ® 


oFIE) 

BRUT in an 
die Quellverteilung o ist als Ableitung der ganzen rationalen Funktion 7 eine „gefällige* 
Kurve. Steiet das Verhältnis Breite B zu Länge 1. so trifft obige Beziehung nieht mehr zu: 
ich habe nach Untersuchungen A. v. d. Vlıiet'’s®) für verschiedene B:L und s=as(ll- 2) 
die zugehörigen Spantflächenkurven aufgetragen und sie approximiert, was innerhalb der 
teehnischen Genauigkeitsgrenzen ohne jede Schwierigkeit mit den angegebenen Polynomen 
eelang (der kleine endliche Radius an der Spitze ist ohne Bedeutung); von diesem Gesichts- 
punkt aus ist gegen letztere nichts einzuwenden. Damit ist freilich nicht gesagt, wieweit 
sich dureh ganze rationale Funktionen dargestellte Oberflächen der Forderung nach denı 
veringsten Reibungswiderstand bequem anpassen lassen (s. den 1. Abschnitt). 


Ill. Die Diskussion des Widerstandsintegrals. 


Wir haben im zweiten Abschnitt den eanzen zur Darstellung von Wasserlinien und 
Spantflächenkurven dienenden Formenvorrat durch Polynome erfaßt und knüpfen hier an die 
Kigenschaft des linearen Zusammenhanges zwischen den wichtigsten Fornparametern «a, f 
und dem Koeffizienten a,, an. Wir betrachten das Zwischenintegral 

1 | 
00 Fr , Bee = 
J= \\y:© er mmurEBEBi. :, Kr HR re 


vu 


welches sieh für ein Elementarschiff 7 = f, (A) fs (X) in der Form 


5) %Y” [2 I ‘ .- 
.J .(J I))) 
rar / ni I. 
h; 
‘6, A. van der Vliet: Continnous flow round streamline bodies .... Prag 1929, 
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chreiben läßt. Hierin bedeutet 

r 1 .Ty: 
BEE ER U Pe 270, 36) 
1 
| 
ı (of,(&) | 

» . > ” l - . £ 3 ’ om 
2 2.7.10 z \ --nnyE0R man Ma: ie 


ja Üo -_ 


“ hänet nur von der Längsverteilung des Deplacements, 9 von der Tiefenverteilung ab. 


(0) 


Das Widerstandsintegral lautet einfach 

. 

Bi e Ir : . 3 ns  ° 

o 
Wir erhalten A als Fläche von y = y, bis y x, wobei der eharakteristische Teil der Ordinaten 
in der periodischen Funktion 2,” steht, die bei größeren y/y, monotone Funktion 49? f(6y) eine 
schnelle Konvergenz des Integrals sichert (s. Abb. 10). Wir merken uns nur den Charakter 
von q” f(y) und wollen uns sonst mit dieser Funktion nieht viel befassen. Wichtie dagegen 
ist die Feststellung aus Gl. (57), daß die Koeffizienten a,, und damit a und f linear in LS, 
eingehen. Für ein 7 (9) f,(£) nach (26) wird 


2 echte) =2, m, m. m,;a,; ta +b 2, (m, m, m,; 01; +c2, (m, m, m,;0:1) (39, 
oder kürzer, falls der Grad der Polynome derselbe ist, 
EHE ED (0). 


Hiermit ist folgendes einfache Berechnungsschema gegeben, das sich enge an «die Darstellung 
der Schiffslinien anschließt: wir bereehnen für je eine Kurve unserer Grundformen 


2,3, bis &,10, 12) 


77n 
G/U 


005 











Abb. 5. Beispiele für Fo-Funktionen einiger Schiffslinien. 


die zugehörige I,-Funktion (Abb. 5) und ebenso die I, 01:0 und I,@;1) (Abb. 6 bis 8); 
dann erhalten wir ohne weiteres aus (30) die I, für beliebige a und f, Die Funktionen 
der Zusatzkurven sind somit grundlegend für jede Diskussion des Widerstandes; sie zeigen 
einen bemerkenswerten Verlauf, vor allem fällt auf, wie sehr die Größenordnung der 
Ordinaten von dem Grad der Zusatzkurve abhängt”) Mit ihrer Hilfe kann man, ausgehend 

‘) Vollständigere Tabellen der wiehtigesten Hilfsfunktionen sollen demnächst veröffentlicht werden; solange 


man sich mit geringerer Genauigkeit begnügt, langen die M;- und M’;-Tabellen im Jahrb. Schiffb.-Ges. 1932, S. 450 und 
Werft Reederei Hafen 1935, S. 274. 








91» 


von einer bestimmten Sehiffsform durch Probieren neue günstige Linien aufsuchen; tatsäch- 
lich bewährt sich dieses einfache Verfahren bei einiger Übung ausgezeichnet, es erspart in 
vielen Fällen die zeitraubende Lösung der Minimumaufgabe nach 
Vorhandensein der Zusatzfunktionen 
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sich foleendermaßen darstellen läßt: 


Ce, im, 
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sich ebenfalls numerisch vereinfacht. 
zusehen, daß die Gesamtheit der Kurven einer Grundform bei vorgeschriebener Völligkeit «, 
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wenn wir mit », die 3 ersten Glieder zusammenfassen; 


’ nn m, I 
a m. a... - ) " 
. sen. m, — m, 


und Du, Ist durch die Gl. (25b) definiert; der einzige willkürliche Parameter an, bestimmt 
sieh dann aus der Gleichung 


JS 
| I, (m, m, m; 0; D 3,10 fidy 
Yo 
Um, = Dun, en ( 12), 
\ 2,’ (m, m, m,:0: hg’ fiy)dy 
’o 


die Kurve 97, sichert den vorgeschriebenen Völligkeitsgrad, und der Zusatz ergibt den 
oeünstiesten Eintrittswinkel. 
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Der praktisch meist weniger interessante Fall, daß == #,  eonst vorgeschrieben ist, d.h. 


wir die günstigste Völliekeit bei gegebenem Eintritt suchen, erledigt sich auf ähnliche Weise 


- Am 
(m, m, m,;t)—=1-- a, &M2 — (1 —a,) EM N "Gm (m, m,m,:01: . : 2. ..643) 
5 Im 2 
’ m ! 4 > ch Ze 
mit «a, - und einer Konstanten bun,, die ähnlich wie oben durch den Koeffizienten 
m, Mm, 


ın Gl. (25a) unmittelbar gereben ist. 

Die außerordentliche Verschiedenheit der &, A n-Kurven erklärt ohne weiteres die wichtige 
Tatsache, daß die einer bestimmten Grundform entsprechende Minimalform sehr 
weit vom tatsächlichen Optimum entfernt sein kann; um letzteres zu erfassen, muß man 
die Variationsreehnung prinzipiell für verschiedene Polynome durchführen: eine Steigerung der 
Anzahl der willkürlichen Parameter ist meist nieht möglich, da schon bei zweien in manchen 
Gebieten die Genauigkeit, solange man sich auf Rechenschieber und graphische Auftragung 
beschränkt, verlorengehen kann?). Wir haben hier ein hübsches Beispiel für die starke Ab- 
hängigkeit der Ergebnisse nach der Methode von Ritz von der Auswahl der Ritzschen 
Kunktionen’\. 

Weiter sind auch für die Zusatzkurven 177==0;0 die entsprechenden I, 0:0) aufge- 
tragen (Abb. 8), die sich direkt oder nach dem Schema der Gl. (29) ermitteln lassen; auch 
sıe können für die Ritzsche Methode verwandt werden: auf die „Wulstfunktionen*“ 
gehen wir später ein (s. Abb. 6). 

°S) Anmerkung während der Korrektur: Einige Optimalformen (T= x) Fat Pawlenko exakt berechnet (Verh. 
IV. Int. Kongr. Mech. Cambridge): Herr v. Kärmän hat dortselbst gezeigt, daß das Variationsproblem (T z) in 
weiten Bereiehen zu physikalisch unbrauehbaren Lösungen führt; diese sind aber auch keine Formen geringsten Wider 
stands im Sinne der Theorie Michells, da sie gegen den Geltungsbereich derselben verstoßen. Sollten im praktisch 
last allein interessierenden Fall eines endlichen T ähnliche Verhältnisse auftreten, so wird das Variationsproblem dureh 
Bedingungen, die aus der teehnischen Fragestellung folgen, einzusehränken sein, um Lösungen, die der Widerstands 


theorie entspreehen, zu erzwingen. Im engen Rahmen dieser Arbeit brauchen wir uns um diese mögliehen, für die 
Schiffstheorie wohl belanglosen, Schwierigkeiten nieht zu kümmern. 
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Wir betrachten noeh einize weitere Frazen. Zunächst folet aus der Definition 


\,;(y) sınySd£ 1,6) SteosySdS 2. 22.2... (18) 
unmittelbar 

NM; (y) OM/(y) 

\ M;+,(9); k; M;+,( 

(44). 

0" M;(y) 0 AM; (y) . 

ih M;ı.(v) u M';2.(y) 

( 0 y” : 





Der Zusammenhane mit den Kreisfunktionen tritt wieder offen zutaee. Für die spätere 
Betrachtune führen wir noch foleende Schreibweise ein: 


isıny&öde 4; (Y) . . . (48). 
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Abb. 9. Lo? für höhere Froudesche Zahlen und scharfe Schiflslinien. 


Besondere Beachtung verlangt die Auswertung der M;-Werte für große i, etwa ix 100, 


wie sie bei der Behandlune der Waulststeven auftrıtt. Eine früher von mir aneedeutete 
Methode”) führt zu keinem brauchbaren Ergebnis, wir verfahren deshalb wie folet: Solanee 
1 


nieht zu groß ist (etwa bis 6), können wir in M,, [| & 


sınySdssiny£ entwickeln und 


1 { 1 
inteerieren dann direkt: allgemeiner zerlegen wır M,,ın |...-+ |... und bestimmen & so, 


daß das erste Integral innerhalb der gewünschten Genauiekeit verschwindet. Im zweiten 


Integral substituieren wir statt S=1 (1-8), zerlegen sin yS nach der Summenformel und 
inteerieren «die beiden Reihen. Das so berechnete Integral als zweite Näherung eilt 
Sin yf y? COS yy y? 
Ba 77 euer - er | er > Er 
it—1\ +2) +3) (‚ I) +2)\ i+3I)GC HN ) 


weicht bei kleinem y nur wenig von 


sın y 


1 (4v) 


ab; mit wachsendem y wird die Phasenverschiebung gegenüber der Sinuskurve wesentlich, 


die Amplituden ändern sich jedoeh nur wenig. Für noch höhere © als 100 wird die Formel 
sin y 
+1 


vornehmen. 


immer genauer: man kann daher besonders bei kleinerem y-Abschätzungen nach (47) 


Jahrb. Schilfb.-Ges. 10930. 


m. 
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In der Praxis wird oft als grundlegende Frage zu behandeln sein, ob eine gegebene 
Scehiffslinie dureh einen Wulstzusatz verbessert 
Jureh ein Binom, etwa 


werden kann. 
In =a(c" Ya 


). 
larzustellen versuchen, welches 


Soleh einen Zusatz wird man 


die Randbedingungen 
(44). 


(30) 

bei £&=0 und £=1 befriedigt; 

a ist ein Zahlenwert, der die Bulbstärke kennzeichnet und etwa O0 bis 0,1 beträgt. Durch 

‚liese Addition wird der Völliekeitsgrad der neuen Kurve ein wenig, sagen wir um ‚la ver- 

orößert, was man leicht durch Wahl der Ausgäangskurve berücksichtigen kann: ebenso könnte 
man Trinome des Typs 

Imnm=afe, Em + (1 —c,) la — 2 

ätere 
suerunde leeren. welche der Bedinzeune I« 

volle Analogie zu dem (m, m, m 

(30) gehörize I,-Funktion 


(45) 
0 genüren und durch Reduktion auf If 1 die 
0:1) herstellen; ich will hierauf nieht eingehen. 
(4»)). 


Die zu 
a2(M . — MM): : . 
ist in Abb. 6 dargestellt. 


(49) 


Bis jetzt haben wir Kurven betrachtet, deren Verlauf im ganzen Intervall dureh eine 
(Gleichung wiedergegeben wird, eine besondere Behandlung verlangen die Linien, die aus 
zwei (mehreren) Stücken mit verschiedenen 


Gleichungen zusammengesetzt sind. Wir be- 
trachten zunächst die Kurven mit einem parallelen Mittelteil. 
metrie zur Hauptspantebene voraus, da wir jederzeit diesen Fall verallgemeinern können. 
Das Integral 


Wie früher setzen wir Sym- 


. siny&äds 2.00) 
(J em / m l 
wird nach Substitution von yi&  &,)-+y &, statt y 

>) % Aue Fi 
. cos) So Mm Am 


(1—50) ;„, 1—S0) (m 

BE: l (7) . . 1% MM. ] (Y) 51 

GE TMTIAERATE TE 1m vn. 

mit den eingangs erwähnten Bezeichnungen. Systematische numerische Ergebnisse liegen 

noch nicht vor. 
/um Schluß streifen wir noch folgendes Problem: Gegeben sei eine Kurve 7; es sei 

erwünscht. Im 3erelch E Ad bıs E I, ein St ick An weezuschneiden oder hinzuzufügen, Su daß 

100. im übrigen Gebiet die Gleichung » gilt. 

tete 

Inge 


Diese Aufeabe wird in der Praxis dauernd gestellt: 
bei einem in Arbeit befindlichen Entwurf ist es natürlich angenehmer, lokale Anderungen 
vorzunehmen, die sich nicht über das 
und 
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eanze Gebiet, wie bei den früher betrachteten Zusatz- 





(46) 
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kurven, erstrecken. Hier ist es nur nötig, für Ay, „+9 die entsprechenden Stetigkeits- 
bedingungen (für die Kurve, die erste und meist die zweite Ableitung) an den Überganes- 
stellen zu sichern, mindestens also 


I ( e— ga, Eo=b: —_ u en, Fe 


/ ? u 


Die Untersuchung des Widerstandes erfolgt wieder durch zweckmäßig tabellierte M-Funktionen: 
liegen «die einmal vor, so kann der ganze Fragekomplex als abgeschlossen betrachtet werden. 


IV. Ergebnisse. 


I. Die entwickelte Methode wollen wir jetzt anwenden, um eine ganze Reihe von 
wiehtiren Fragen zu lösen: ich beschränke mich dabeı nur auf die Diskussion des Elementar- 
schiffes und verweise gleichzeitig auf frühere Arbeiten, in denen verschiedene Beispiele 
komplizierterer Schiffsformen untersucht worden sind, 


Ich habe zunächst das praktisch ın Frage kommende Gebiet von Wasserlinien (Spant- 
lächenkurven) tabellarisch und graphisch soweit dargestellt, daß man mit geringem Zeitauf- 
wand beliebige Kurven in einer gewünschten Form festlegen kann. Der nächste Schritt besteht 
in einem „Michellisieren“ dieser Kurvenscharen, d.h. in einer Angabe von 2,-Kurven (oder 
Tabellen) und deren Quadraten, die zu den in bestimmten Intervallen gegebenen Schiffslinien 
gehören: beliebige Zwischenwerte der 2, können dann dureh lineare Interpolation gewonnen 
werden. Für unsere Zwecke genügt es, eine Reihe besonders kennzeiehnender oder besonders 
eünstireer Schiffslinien herauszugreifen und zu untersuchen, wir legen dabei die Abb. 1 zu- 
erunde. Insbesondere wird uns interessieren, wie der Schiffswiderstand bei verschiedenen % 


von der Völligkeit « „ . dem Eintrittswert f und dem Grad der Schiffslinie abhängt, da in 
PP 

diesen Fragen immer noch eine beträchtliche Unklarheit herrscht. Der Schärfegrad ist neben 

den Hauptabmessungen eine Grundgröße bei jedem Entwurf und gilt schon seit langer Zeit 

als wichtigster Parameter bei den Untersuchungen des sogenannten „Formwiderstandes*. 


Ich habe gezeigt, wie man sich durch Probieren an Formen geringsten Widerstands 
herantasten oder wenigstens gegebene Vorprojekte verbessern kann. Man gelangt zu neuen 
Ergebnissen, wenn der Grad der Zusatzfunktion anders gewählt wird als der der Ausgangs- 
kurve, wodurch gelegentlich noch bessere Ergebnisse zu erreichen sind als durch die Be- 
sehränkune auf eine bestimmte Grundform: derselbe Effekt läßt sieh natürlich über die Kurven 
nach Gl. (27) erzielen. Ein besonders wichtizes Problem besteht, wie hervorgehoben, darin, fest- 
zustellen. welehen Einfluß ein Wulst auf den Schiffswiderstand ausübt (siehe Abb. 6). Hierbei 
ist natürlich zu beachten, daß 1. die auf Polynomen aufgebaute Bulbfunktion von der in der 


Praxis übliehen Form stark abweicht und 2. die Gültiekeitserenzen der Theorie hier leichter 


als sonst überschritten werden können. Um Anschluß an die Versuchs- und ausführende 
Praxis zu gewinnen, habe ich die bekannten Spantllächenkurven der Standardserien von 
Taylor approximiert (siehe aueh Abb. I) und die Widerstandsfunktion berechnet, außerdem 
werden unsere systematischeren Überlegungen von Seite 214 benutzt. Auf letzteren fußend, 
läßt sieh die wiehtiee Frage, ob und wann die Anordnung eines Bulbes von gegebener Form 
zweekmäßige ist und welche Stärke dieser Bulb haben soll, ohne Schwierigkeiten beant- 
worten: es ist klar, daß von einem Nutzen eines Wulstes nur im Zusammenhang mit der 


Form der Auszangskurve die Rede sein kann. Kine weitere Untersuchung wird sich auf 


verschiedene Formen des Bulbes, auf seine Anordnung über die Tiefe des Schiffs u. dgl. zu 
erstrecken haben und ıst ın Vorbereitung. 


Die Diskussion der Widerstandseigenschaften führe ich über die &,°-Kurven, weil diese 
einen besseren Vergleich der relativen Größen ermöglichen: wir halten uns das auf Seite 211 
Gesagte über die Funktion g°’f(y) vor Augen, welche bewirkt, daß die in der Nähe der unteren 

| 


0 In 

- N 
ohne weiteres aus den folgenden Diagrammen ableiten läßt, beruht auf einer vollständigen 
Auswertung des Widerstandsintegrals, auf die ich hier nieht weiter eingehen kann. Der Kürze 


halber eebrauehen wir den Ausdruck .ein Schiff fährt z. B. im 1. Buckel“, wenn die untere 
10 
}. 


Grenze eelegenen Kurventeile mehr „ziehen“; manche Feststellung, die sich nicht 


. 


Grenze im entsprechenden Buckel der I,°- oder R-Kurve liegt (Beispiel einer R-Kurve, Abb. 11) 


10), Dem Jahrb. Sehiffb.-Ges. 1932 entnommen. 
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2. Wir ordnen jetzt die weiteren Diskussionen nach Bereichen von Froudeschen Zahlen, 
und untersuchen in diesem die Eignung bestimmter Schiffsformen. Das Gebiet ganz schneller 
Schiffe, die „im 1. Buckel fahren“, streife ich nur flüchtig, da ich darüber anderweitig schon 
einiges berichtet habe'') und ein eingehender Vergleich gerade hier öfter die vollständige 
Auswertung des Widerstandsintegrals AR verlangt. Es ist nicht ganz leicht, die zahlreichen 
Kurven auf den Abbildungen auseinanderzuhalten, andererseits ist es wieder erwünseht., 
möglichst viele Kurven in das gleiche Achsenkreuz einzuzeichnen, um sie besser vergleichen 
zu können. Wir beginnen mit der Betrachtung der Abb. 10, die über die Eigenschaften relativ 
schnellerer Fahrzeuge (2. Buckel) Aufschluß gibt. Hier sind die Quadrate der I,°-Funktion 
für einige sehr scharfe Schiffslinien-Grundformen 2,3, und 2,4.% t=0, t=1 und dreier 
Modelle nach Taylor (Standard-Serien, siehe Speed and Power of Ships, New-VYork 1910) 
dargestellt. Die zugehörigen Sehiffslinien zeigt Abb. 1. 
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Abb. 11. Beiwerte {,» der Wellenwiderstände, gereehnet —c— ımnd gemessen —xX-——, fiir das Mod. 1156 


der Preußischen Versuchsanstalt für Wasserbau und Schiffbau, Berlin (Jahrbuch der Scehiffb.-Ges. 1932). 


Jedenfalls ersieht man aus diesem Diagramm, daß die Taylorschen Modelle von 


2) an u h 
geringem Schärfegrad bis «a 0,52 hinab außerordentlich günstig und mit „Normalformen“ 
p’ 


schwer zu schlagen sind; bei = 0,52 besitzen erstere anscheinend ein Minimum des Wellen- 
widerstandes, was mit den Versuchen von Taylor übereinstimmt. Für ein a= : 0,56 ıst 
eine Normalform 2,3, 1-1 (gradliniger Eintritt) teilweise besser als die Wulstform, bei 
canz geringen Schärfeeraden unter 0,50 kann die hohle Form t==0 am Platze sein. Es besteht 
nun die Möglichkeit, Normalformen mit Wulstfunktionen zu kombinieren und das Optimum, 
das ja von Taylor noch nicht erreicht zu sein braucht, in jedem konkreten Falle (besonders 
für höhere Völliegkeiten) nach der Methode von Ritz zu bestimmen; ich möchte aber darauf 
an dieser Stelle nieht weiter eingehen, da es zu weit führt und der methodische Teil 
geklärt ist. 

Die Abbildung zeigt weiter, daß die hier in Frage kommenden Geschwindigkeitsgrade 
bei höheren Völliekeiten nur mit einem unvernünftigen Leistungsaufwand zu erzielen sind; 
der Vorzug der Taylor-Form bleibt auch für größere Werte von 6/5 bestehen, daneben sind 
aber Schiffslinien wie 4,6, 8: 0,68: > (Abb. 1), die im Vorschiff einen Zwergscehwanen- 
hals aufweisen, nicht viel unterlegen (die I? sind nicht mehr eingezeichnet). Damit ist auch 
für mittlere Froudesche Zahlen und Völliekeiten von 0,68 eine gewisse Analogie zu den 
Verhältnissen bei hohem %, die gelegentlich vertieft werden soll, gegeben insofern, als die 
eünstieen Linien sich zu Schwanenhälsen krümmen. Wir stellen hier zum ersten Male die 
ähnliehe Wirkung des Wulstes und des Zwergschwanenhalses auf den Widerstand 
fest; die Formen als solche haben ja auch eine gewisse Ähnlichkeit, obgleich das Bildungs- 
gesetz hinsichtlich des Grades der Polynome verschieden ist. Die Wulstfunktion ist auch in 
der Abb. 6 verzeichnet, um auf die Ähnlichkeit ihrer Wirkung mit denen der Zusatzfunktionen 


11) Verh. III. Int. Kongr. Mech., Stockholm 1930. Jahrb. Schiffb.-Ges. 1932. 
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0: 1) hinzuweisen. Praktisch fallen in das betrachtete Gebiet einizee Linienschiffe. Kreuzer. 
Kanaldampfer usw. Hochwertige Schnelldampfer liegen meist noch im Tal vor dem 2. Buckel. 


_. 


3. Das nächste Bild 11 wiederholt die Verhältnisse im 3. (und in den folgenden) Buckel 
u. © he 2 ’ ’ 
in erößerem Maßstabe. Bis —, = 0,64 sind Taylor-Formen weiterhin als ausgezeichnet an- 
/ 

zusehen, bei 0,65 wird jedoch (4,6, 8:00,65: 22 wesentlich günstiger, und auch die entsprechende 
Kurve mit = 1 ist noch etwas überlegen. Es wurde im einzelnen untersucht, wieweit solche 
Formen dureh Wulstzusätze zu verbessern sind: bei t=1 brachte ein Bulb nach Gl. (30) mit 
a 005 eine leichte Verbesserung, während bei = 2 nichts mehr herauszuholen war: letzteres 
Ergebnis leuchtet ein, wenn man das oben über Wulst und Zwergschwanenhals Gesagte in 
Betracht zieht. Von Interesse ist die Feststellung, daß es uns gelungen ist, bei höheren 
Schärfegraden Formen anzugeben, die denen Tavlors überlegen sind, und daß selbst bei 

() er “ y> . . . 
‚,  a=0,68 und zweekentsprechender Linienführung gute Widerstandsverhältnisse zu erzielen 


/ 

’ ee . : Rt i 

sind: dareeen ist es mir nieht eeelückt, für —; =0,72 Kurven anzureeben, die man für diese 
p 

Froudesechen Zahlen als brauehbar ansprechen kann. Als repräsentativer Schiffstyp 


kann man die Schiffe der „Ballin*-Klasse anführen, die freilich für die später verlangte 
(Geschwindiekeit zu völlız waren. 


t. Wir kommen jetzt zu den schnellen Frachtschiffen (4. Buckel); hier zeichnet sich die 
Kurve 6.8,10: 0,72: >» (Abb. I) dureh ıhren außergewöhnlich niedrigen Wellenwiderstand 
aus (für diesen Fall ist eine einzehende Minimalrechnung durchgeführt, die die Ergebnisse 
bestätigt). Die Formen von Taylor sind wesentlich ungünstiger. Der Verlauf ist charakte- 
risiert durch den Zwergeschwanenhals und das ausgesprochene parallele Mittelschiff; eine 
Verbesserung dureh Bulb ist hier einleuchtenderweise kaum mehr möglich, dagegen gelang 
sie bei 6, 8. 10: 0,72: D dureh einen Wulst mit dem Faktor a = 0,025. Ähnliche Untersuchungen 
sim auch für höhere Schärfegrade, z. B. S, 10, 12: 0,76 angestellt: sie berechtizen zu folgender 
wiehtieen Feststellung: Im allgemeinen wird man sehr schnelle Fraehtschiffe mit einem 
/weresechwanenhals (oder einem Bulb) zu versehen haben, um den Wellenwiderstand herab- 
zudrücken: der Schärfegrad kann ın diesen Fällen ohne Nachteil recht hoch, etwa bis 0,72 
eewählt werden. Dieses wichtige Ergebnis ist neu: das Problem hat meines Wissens bis 
jetzt keine ausreichende Beachtung gefunden, in der Literatur findet man nur den Hinweis, 
daß Frachtschiffe keinen Bulb erhalten sollen, was aus anderen Gründen vielleicht zutreffend 
ist. Dageren sieht man ebenso deutlich aus den Abbildungen, daß bei langsamen Fahrzeugen 
die Vorzüre sehr eeringer Eintrittswinkel, die ich als notwendige Bedingung bei sehr scharfen 
Normalformen früher (siehe Anm. 2) abgeleitet habe, auch bei völligeren Formen immer mehr 
in Erscheinung treten: der Wulst kann ausgesprochen schädlich werden, rein rechnerisch 
erklärt sich diese Tatsache dadurch, daß die Bulbfunktion größer wird als die 3, der 
Grundkurve. 


Weiter ist die experimentell noeh nicht festgestellte Tatsache hervorzuheben, daß bei 
den hier betrachteten geringeren Froudeschen Zahlen scharfe Schiffsformen mit einer Linien- 
führung die etwa für den 2. Buckel (natürlich ceteris paribus!) gut ist, ungünstigere Wellen- 
widerstände als zweckmäßig ausgebildete Frachtschiffsrümpfe aufweisen; die Standard-Dia- 
eramme von Taylor geben darüber ein unzutreffendes Bild, da sie sich nur auf Variationen 
einer Form beziehen und außerdem den Reibungsformeffekt enthalten. 


Die erläuterte Methode des Probierens ıst ın Verbindung mit direkten Minimum- 
reehnuneen weeienet, neuen Schiffsformen mit guten Widerstandseigenschaften nachzu- 
spüren.  Bulb und Schwanenhals waren schon lange bekannt; ich habe erst nachträglich 
ihre Vorzüge theoretisch begründet: der auf den vorderen Teil des Schiffes beschränkte, 
besonders bei völligeren Formen, günstige Zwergschwanenhals hat sich als neue Lösungs- 
möglichkeit bei meinen systematischen Untersuchungen ergeben. Zu einem weiteren inter- 
essanten Ergebnis gelangt man auf dem eingangs erwähnten Wege, zu bestimmten Grundformen 
/usatzformen anderen Grades zu addieren. Wır gehen von folgenden Überlegungen aus: Es 
hat sich herausgestellt, daß die Kurve «6, 5, 10: 0,72; 2) für ıhren Schärfegrad besonders 
eünstie ist. Wir wollen versuchen, aus ıhr eine Kurve hoher Völligkeit abzuleiten, die gute 
Widerstandseigenschaften aufweist. Zu dem Zwecke betrachten wir die Abb. 5, 7: es fällt 
auf, daß die I,-Kurve der 2,3,4:0,1: bei kleineren Froudeschen Zahlen sehr geringe 
Amplituden aufweist, Addiert man nun zu unserer Ausgangskurve diese Zusatzkurve, so 
erhält man eine Kurve @ 0,527 °.21Abb. I), deren Form den Fachmann lächerlich anmutet und 
deren praktische Anwendbarkeit zunächst problematisch erscheint, zu der aber rechnungs- 
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ißie ein so überraschend kleiner Wellenwiderstand gehört, daß letzterer gegenüber dem zu 
ner Normalform (8, 10, 12: 0,52: 3) gehörigen fast vernachlässigbar erscheint (Abb. 10). Viel- 
‘-ht könnte man die Normalform noch durch einen Bulb verbessern oder einen höheren 
‚rad der Gleiehung wählen, aber es ist mir bis jetzt noch nieht gelungen, auch nur annähernd 
‚ einstige Ergebnisse wie mit der ausgefallenen Kurve zu erzielen. Die experimentelle 
>riifunz dieses Ergebnisses steht noch aus. 


Zum Schluß möchte ich noch ein wichtiges Hilfsmittel, die (0; ®&-Kurven streifen (Abb. 4): 
'» eestatten bekanntlich die Formen von Schiffslinien «= const, t= const in weiten Grenzen 
u variieren und die entsprechenden Widerstandsänderungen zu verfolgen. Ich habe beispiels- 
veise festgestellt, daß eine Ausgangskurve (2, 4, 6; 0,6: D dureh Addition von (2, 4,6,8:0:0) 
\ierdureh werden die Bereiche um das & vervölligt und die Bugpartien hohler bis y, =D 
wesentlich ungünstiger wird, bei hohem y, dagegen sehr viel besser. Man sieht, daß es 
offnungslos ist, einfache Regeln anzugeben, die für die Wahl von «@ und f über das ganze 
(eschwindiekeitsgebiet maßgebend sein können. Kurven, die dem Auge des geschulten Schiff- 
haners oder ebenso des Hydrodynamikers gefällig erscheinen, sınd oft gänzlich unbrauchbar, 
während „ausgefallene* Linien günstige Resultate ergeben. 


Die vorstehende Analyse schließt die Frage nach der systematischen Berechnung des 
Wellenwiderstandes für ein Elementarschiff in erster Näherung ab. Trotz der gedrängten 
Darstellung ist es uns gelungen, einen großen Teil der empirisch bekannten Ergebnisse zu 
bestätigen und darüber hinaus eine ganze Reihe neuer Resultate zu finden. Bei schärferen 
Anforderungen an die Genauigkeit, allgemeineren Schiffsformen usw. muß wie hervor- 
oehoben das Widerstandsintegral vollständig ausgewertet werden; zur endgültigen Fest- 
lerune neuer Minimalformen ist statt des Probierens, das nur die Richtung der Verbesserung 
aneeben kann. eine Rechnung nach Ritz anzusetzen. Hierbei wird sich die bekannte Tat- 
sache ergeben, daß auch innerhalb eines Buckels recht verschiedene Optimal- Kurven 
auftreten, je nachdem wie die Anfangsordinate durch y, zur 2,” liegt (Kuppe, Tal usw.). Bei 
allen Untersuchungen ist darauf zu achten, daß die Rechnung nicht zu früh abgebrochen 
wird, oder es sind zuverlässige Abschätzungen des verbleibenden Restes vorzunehmen. Neben 
der Froudeschen Zahl entscheiden über die Vorzüge einer Form Größen wie die Völligkeit 
des & oder des Verhältnisses Tiefgang zu Länge '”). Die Untersuchungen beziehen sich nur 
auf Schiffe des Typs 7=f, (8 f,(£), deren Spanten praktisch immer senkrecht zur CWL-Ebene 
stehen: gilt die allgemeine Gleichung 7 =fl&,{) a7 9/P, so wird man die hier gewonnenen 
Ergebnisse nur für den Vergleich einigermaßen ähnlicher Typen unmittelbar benutzen und 
sonst, wie schon öfter betont, zur vollständigen Rechnung greifen, wobei die eingeführten 
Hilfsfunktionen ihre Bedeutung behalten. 


Neben der Entwieklung der elementaren Methode, die eine Beantwortung konkreter 
"ragen in Einzelfällen gestattet, möchte ich noch folgende Feststellungen als wichtigste prak- 
tische Ergebnisse der vorliegenden Arbeit zusammenfassen: 

I. Für die Abhängigkeit des Wellenwiderstandes von Völligkeit, Eintrittswinkel und Grad 

der Gleichung bei verschiedenen Froudeschen Zahlen werden weitere Unterlagen 


gegeben. 


ww 


2. Die Eigenschaften des Zwergschwanenhalses werden geklärt, 


.. 
w- 
. 


ebenso die des Wulstbuges, insbesondere auch bei größeren Schärfegraden und 
Froudeschen Zahlen, wie sie schnellen und langsamen Frachtschiffen (5 > 0,22 0,16) 
entsprechen. 

t. Einfache Wege, neue Schiffslinien zu entwerfen, werden angegeben. 


Die vorliegende Untersuchung trägt, wie ich hoffe, dazu bei, den Nachweis zu erbringen, 
laß die analytische Methode der Entwicklung von Schiffsformen als vollwertiges Hilfsmittel 
neben Erfahrung und Versuch tritt, weil es tatsächlich auf diesem Wege möglich ıst, System 
ın eins der wichtigsten Gebiete der Schiffstheorie hineinzubringen und darüber hinaus un- 
inittelbar praktisch wertvolle Ergebnisse zu gewinnen, die auf rein experimentellem Wege 
iicht gefunden waren. Gleichzeitig möchte ich hervorheben, daß das Versuchswesen durch 
lie Nutzbarmachung der Theorie, über deren Grenzen wir uns im klaren sind, neue Impulse 
rhalten wird. 

Zum Schluß danke ich meinem früheren Mitarbeiter Herrn Dipl.-Ing. W.Krux für die 
vertvolle Hilfe bei den zahlreichen Auswertungen. 165 


12) Bei Übertragung der Ergebnisse von Widerstandsreehnungen für das zweidimensionale Problem auf Schiffe 
t einem kleinen Verhältnis Tiefgang zu Länge kann entgegen sonstigen Angaben in der Literatur Vorsieht am Platze sein. 
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Über den Schubmittelpunkt in einem durch eine Einzellast 


gebogenen Balken. 
Von E. Trefftz in Dresden. 
er Schubmittelpunkt im Querschnitt eines gebogenen Balkens ist derjenige Punkt, durch 
D den eine Einzellast hindurehgehen muß, die den Balken biegt, ohne ihn gleichzeitige zu 
tordieren. Über die Ermittelung des Schubmittelpunktes hat kürzlich Herr Schwalbe in 
dieser Zeitschrift eine Arbeit veröffentlieht'). Diese Arbeit veranlaßt mich, im folgenden eine 
andere Methode zur Behandlung dieses Problems darzulegen. Wesentlich an meiner Methode 
ist eine enereetische Definition dessen, was man unter „torsionsfreier* Biegung versteht. 
Meine Reehnune führt insofern weiter als die des Herrn Sehwalbe, als man zeigen kann. 
daß man den Sehubmittelpunkt schon bestimmen kann, wenn nur die gewöhnliche Torsions- 
aufeabe «elöst ist, wie das vor mir auf anderem Wege Herr C Weber (Dresden) ge- 
zeiet hat. 

1. Bezeichnungen und Koordinaten. Ein Stab der Länge ! sei am rechten Ende (z=1) 
eingespannt, am linken Ende (z=-0) von einer Kraft P belastet (Abb. 1). Wir legen den An- 
fang des Koordinatensystems in den Schwerpunkt des Querschnitts am freien Ende. Die 
horizontal nach hinten weisende .-Achse und die vertikal nach oben weisende y-Achse seien 
Hauptachsen des (uersehnitts, die z-Achse gehe durch die Schwerpunkte der Balkenquer- 
sehnitte. Die Kraft P wirke in der Richtung negativer y, also nach unten. Ihre Wirkungs- 
linie ist bei torsionsfreier Biegung nicht die y-Achse (d.h. die Kraft geht nicht durch den 
Schwerpunkt), sondern eine Parallele „= £ zur y-Achse. Die Aufgabe ist, diesen Abstand & 
zu bestimmen. Wiederholt man die Betrachtung für eine in der «-Riehtung wirkende Kraft, 
so ergibt sich der Abstand », den die Wirkungslinie dieser Kraft von der “#-Achse haben 
muß, wenn die hervorzerufene Biegung torsionsfrei sein soll. Die Wirkungslinien der beiden 
Kräfte in der .- und „-Riehtung schneiden sieh dann im Schubmittelpunkte, durch den jede 
den Balken torsionsfrei biegende Kraft hindurchgehen muß. 

2. Die Gleichungen für die Biegungsspannungen. Für die bei der Biegung des Balkens 
auftretenden Spannungen machen wir den üblichen Ansatz, wonach die Spannungen o,, Oy, Txy 
verschwinden 














= B: od, ne, Tr 
1y p Y g ) ij gi j .] Bi \ 4a ®.. . 
| W und die eigentlichen Biegungsspannungen wie in der 
R, | 11% elementaren Balkenbiegungslehre 
_— — -[(r 
| pi | | | | a Pzy ) 
2 I 0, == a Sa De a en y 
| -- IL er 14) 
12 r er kai sind, wo 
Abh. 1. .J IB : rn el. 


das Trägheitsmoment des Querschnitts in bezug auf die .-Achse ist. Aus den Gleichgewichts- 
eleichungen 


00%. Q Tıy Ö "x: #) N Tux | 00, | Q Ty2 (0 | 
A r Q Yy Q E “ Q r | A Y I Pi) 2 . . . * . . ( ) 
(folgt «dann, dafs die Schubspannungskomponenten 7..—=17, und 7,.=r, (den Index z lassen 


wir fort) nur von . und y abhängen. Die dritte Gleiehgewichtsbedingung 


OT, 07T, , 00; 


= . 5 a a 5 
ur ole7, "22 ZZ 
wird dureh den Ansatz 
oh ob Py ’ 
x) y' Y Or 2J (6) 


erfüllt. Br, y) nennen wir die „Biegungs-Spannungsfunktion*. Die Differentialgleichungen 
für die Spannungen 
ı m 0"’s Q " I 078 0 11 _ 
0; - ! - Ei | =0 uzykl.... 
“" Tm+10a? Tm+10xr0y IT (4 
sind dann bis auf die beiden folgenden 


va m Ö’s 0 | m 0’ s N m 
ev . T, er . . . . . . ( 
 Tm+1ldrdz “m+1lodybdz (9) 


!, W.1L.Schwalbe: Über den Schubmittelpunkt in einem dureh eine Einzellast gebogenen Balken. Diese Zeit- 
sehrift Bd. 15, 1935, S. 138 (Heft 3). 
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Jentisch erfüllt. Die letzteren liefern mit 


Pzy 
s=0,.70,y+ 0; ] a ER A RE ER Ge 


für die Spannungsfunktion B die Differentialgleichungen 


oAB a AB p . 
0Y 0x J/(m-+|]1) (10). 
Interration ergibt 
P (.r N 
| #] 0 
B Jim --1) (tl). 


Hlier ist „=, eine Integrationskonstante; diese ist zunächst noch unbestimmt, weil über «die 
lage der Wirkungslinie von /’ noch nichts vorausgesetzt ist, Zu jeder Lage der Wirkungs- 
linie gehört ein bestimmtes .,; gesucht wird derjenige Wert von .,, welcher der torsionsfreien 
Biegung entspricht. 

kandbedingung. Die Randbedinzung für B erhalten wir aus der Forderung, daß die 
resultierende Schubspannung am Rande tangential verlaufen muß: 


u 


lı 

ne DEIW. OWL =U 5... 8 aa 5 EN 

also: 
oh ob Pyda 
oy dyt, „ds - >] en A 

bzw. 

PP da 

dB= : (14). 


3. Die Gleichungen für die Torsionsspannungen. Wird der Balken durch ein am freien 
Ende angreifendes Torsionsmoment M pro Längeneinheit um den Betrag © tordiert, so sind 
nach der St. Venantschen Theorie nur die Schubspannungen in den Balkenquersehnitten 
von Null verschieden, die wir zum Unterschied von den Biegungsspannungen mit #f, und #, 
bezeichnen. Ich stelle die bekannten Formeln hier nur zusammen, um mich darauf beziehen 
zu können. | 

Die Schubspannungskomponenten #, und #, genügen der Gleichgewichtsbedingung 


Q Es R Q I - 
a et A EP ° 
0x Q „ 
Ist »» die „Verwölbung* des Querschnittes, so wird 
1. Gf Fe, a DR 6 
a z I r u i » 
R\ ! \ „ af 0) ‚ \ R\ y (1b 
woraus sich durch Einsetzen in (15) 
N? . N2 f 
Ge On ” 
Im = pe DE ET 460 a Fe TE FT 
Nur? ( VB 


ergibt. Die Randbedingung ergibt sich wieder aus der Forderung, daß die Spannung am 
ande tangential verläuft: 


I, dy 
. . /IW. P ’ K B) . . . ‚ j ß , ‚ i . . S 
f, Epe bzw ? dy ty, da (IS) 
also 
N iu N Th 
— dy = , dla FH). - - = HE HH rer 


was als Bedingung für die Normalableitung von w 


oBET: oO (ey 
© | (20) 
RT; Os 2 
geschrieben werden kann. 
Kıfüllt man die Gleichgewichtsbedingung (15) durch den Ansatz 
oT of - 
m (21). 
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so erhält man aus (16) dureh Elimination von w 


ıT 3.987 on u 
Jatip BEE 5% 5 a aha re 
und die Randbedinzung 
| 01 R 
1. dy—i,dx y dy-+ pn az =al1=0D. . . : “ 2 u. 2 55» AB) 


bzw. «da der konstante Randwert von T ohne Einschränkung der Allgemeinheit gleich null 
vesetzt werden kann 


ee 


4. Energetische Definition der torsionsfreien Biegung. Tordiert man den Balken am freien 
Ende durch ein Moment M, das daselbst eine Verdrehung «a hervorruft, so ist im deformierten 
Zustand die von M bei der Deformation geleistete Arbeit 


| 
BEER. 3 8 3 Een + 


als elastische Energie in dem Balken gespeichert. 


Belastet man andererseits den Balken aın freien Ende dureh eine Kraft P. die daselbst 
die Senkung f hervorruft, so ist die elastische Energie gleich der von P geleisteten Arbeit 


|... | 

"RS 0 ee 5° 

Wird der Balken sowohl tordiert als gebogen, wobei die Biegung torsionsfrei sein soll, so 
erhalten wir «die elastische Energie folgendermaßen: Bringen wir das Torsionsmoment auf, so 


| 


leistet es die Arbeit 4, 5 Ma, bringen wir dann die biegende Last P auf, ohne das Tor- 


sionsmoment zu entfernen, so leistet P die Arbeit A, — Pf. Wäre die Biegung nicht tor- 
sionsfrei, so käme noch die Arbeit hinzu, die das vorher aufgebrachte Moment M bei der 
durch P_ hervorgerufenen Verdrehung des Endquerschnittes leistet. Bei torsionsfreier Biegung 
fällt dieser Anteil aber fort, weil hier nach Voraussetzung P_ keine Verdrehung des End- 
quersehnittes hervorruft. Die elastische Energie des tordierten und torsionsfrei gebogenen 
Stabes wird also einfach 
| 7 
A A,+4, . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (24), 


d.h. gleich der Summe der Energien bei reiner Biegung und bei reiner 'Torsion. 


Wir drücken nun die elastischen Energien durch die Spannungen aus und erhalten: 
bei reiner Torsıon 


N A ee 
bei reiner Biegung 
N te f l rn e 2 . 
A,=Z BF \\ \ o’dedydz-+ , R \ \ (Pad ut 7 2.’ rScEme 


bei gleichzeitiger Torsion und Biegung 


1-5, \\\orawayazt y;\\ldet rd + tr laedn. 2... 8) 

(NB. Dreifache Integrale sind über den Balken, zweifache über den Querschnitt zu nehmen.) 
Soll A= 41, + 4A, sein, so muß 

Hi. ed ne ee 


sein. Aus dieser Hauptformel für torsionsfreie Biegung werden wir die Ermittelung des 
Schubmittelpunktes ableiten. 
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5. Bestimmung des Schubmittelpunktes aus der Torsionsverwölbung. Formel von C. Weber’). 
Betrachten wir das Stück des Balkens von O bis z, so haben die Schubspannungen im (Juer- 
sehnitt bei z eine Resultierende, die der Last P entzegengesetzt gleich ist. Ihre Wirkungs- 
linie hat den gleichen Abstand E von der y-Achse, wie die Last P. Dieser Abstand ist also 
die Abszisse des gesuchten Schubmittelpunktes. Wir gewinnen £&, indem wir das Moment der 
Schubspannungen r, und 7, gleich dem Moment von P° setzen 


PEN ir ee 


Wir erhalten das Integral der rechten Seite, wenn wir in der Hauptgleiehung (31) für die 
Torsionsspannungen #f, und #, ihre Werte aus Gl. (16) einsetzen. Das gibt 


(i \ \ | (ı) „ - se) Tr -(w KL -r- 2 Zu dx dy ) , . ? > i : ’ (33), 
also 
E 2. N \yp 
\ \ (er, —yr,)dady = \ \ ir, = +7, ir BR ı Ust TE 1ER 


Das Integral der rechten Seite kann durch partielle Integration umgeformt werden 


pP m m Ep Y \ 
On RT; OT, , OT, ai 
Tr a 3 dr dı \ \ | | \diedı 1 \ iv (T .dı T d.r) i ; A .+)), 

\ \ Wir; "oy I 7. 0x 07, J I 9 
Das Randintegral verschwindet wegen der Randbedingung (12), in dem Flächenintegral ist 
nach Gl. (5) 


Setzen wir dies ein. so erhalten wir aus Gl. (32) 


per F 
PS Jo\\mydedy. . ara KR 

also 

\\eydxdy 


.J () 


Wir sehen, daß &, also überhaupt der Schubmittelpunkt, nicht von der Querkontraktionszahl m 
abhängt. 


6. Bestimmung der Biegungs-Spannungsfunktion. Mit Hilfe der Hauptgleiehung (31) kann 
die bisher noch unbekannte Integrationskonstante .«, in der Differentialgleichung der Biegungs- 
Spannungsfunktion B(x,y) bestimmt werden. Setzen wir in der Hauptgleichung (31) die 
Ausdrücke (6) und (21) für die Biegungs- und Torsionsspannungen 


oh oh Pf oT oT 


T . , ; Br E) E E) ! 
u 0 Y J A) My 2J " Q ı ” 0x 


ein. so erhalten wir 


A ob, oTob , oT-Pıy u 2 m 
\ tr Dydy'od« ET ee RD, 


. . 


Wegen der Randbedingung T--0 wird .das nach « unmittelbar integrierbare Integral 


(of Py | Rz .% 
Na. a, (was E22... 
Ks bleibt 
'(oöTodB,2dTodBR 
- ' ne 
\\h dx 0y 3) BEE er 


woraus nach partieller Integration unter Berücksichtigung der Randbedingung T=0 


st, )dzay= \\rızasay du A 


folgt. Nun ist nach Gl. (11) 


P(= —x,) 


15 J(m—+]1)' 


2) Siehe Abschnitt 8, Bemerkungen zum Sehrifttum. 
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Setzen wir dies ein, so erhalten wir, nach Kürzune von /\ | N: 
’(\M— 


Be uE em #5) 5: | a u a ; 
bzw. 
\\eTfTdedy 
2, = Be ei Fr 
\\Tdxedy 
Dieses Ergebnis läßt sich einfach deuten: Denken wir uns Tals Fläche über dem Querschnitt 
aufgetragen, so erhalten wir den sog. Prandtlschen Spannungshügel für die Torsions- 
spannungen. Die Konstante „, und die analoge Konstante „,, welche bei Belastung in 
Richtung der «-Achse auftritt, sind die Schwerpunktskoordinaten des Prandtlschen Spannungs- 
hügels. Auch «, und , hängen nicht von der Querkontraktionszahl m ab. 


7. Bestimmung des Schubmittelpunktes aus den Biegungsspannungen. Formel von Schwalbe. 
Nach Ermittelung der Integrationskonstanten ., kann die Biegungs-Spannungsfunktion dureh 
Interration der Differentialeleiehung (11) mit der Randbedingeung (14) ermittelt werden. Damit 
sind auch die Biegungs-Schubspannungen nach Gl. (6) bekannt und die Abszisse des Schub- 
inittelpunktes kann aus Gl. (32) 


Pe=\\(er,y- yr,)dady 


dureh Quadratur gewonnen werden. Man kann nun zeigen (vgl. die Arbeit von Schwalbe), 
daß zur Bestimmung von £ die vorherige Ermittelung von ., nicht erforderlich ist. Zu diesem 
Zweck zerlegt man die Biegungs-Spannungsfunktion B, welche der Differentialgleichung (11) 


P(x — x,) 


IB | 
und der Randbedingung (14) 
Prfidz 
db: >] 
genügt, in zwei Bestandteile, B’ und 5” 
BE 5 2a ea er te TE 
die den Differentialeleiehungen 
; P(x — #,) b 
IE =®%, IB” = : (45) 
J/(m—+N1) 
und den Randbedineungen 
Pıyfdı a 
dB=— a ee 
2.J 
zenügen. Dem entsprieht eine Zerlegung der Schubspannungen 
x yr T 7 - T, es = ur . . . . . . . . ( 17) 
in «die „Hauptspannungen“ 
RB oB Pf IS) 
„= R T, en te 
r 07, ® 0x 2.J 
die auch bei fehlender Querkontraktion (m = x) auftreten, und die „Zusatzspannungen“ 
.. 0.2” „ 0b" (49) 
T Pr T N e . 
‘x A „ 7] 0 5 


die von der Querkontraktion herrühren. (Diese Zerlegung findet sich zuerst bei C. Weber: 
„Bierune und Schub in zeraden Balken“, diese Zeitschrift, Bd. 4, 1924, S. 354. Von dort 
entnehme ich die Bezeichnungen „Hauptspannungen* und „Zusatzspannungen*.) Führt man 
die Ausdrücke (48) und (49) für die Haupt- und Zusatzspannungen in die Formel für £ ein, 
so wird 


| ie Q R' Q RB’ P’ıyf a 6 N rn N un - i 
P?® \\l- 24 oy r >,J Id. dy \\- gr + N y (dd dy sw. + A 


Wir zeigen nun, daß das zweite Integral der rechten Seite bei torsionsfreier Biegung ver- 

4 r e ni z N M ” . ' 
schwindet. Zur Bestimmung von £ braucht man danach nur noch die Spannungsfunktion 5 
der Hauptschubspannungen, die von ., nicht mehr abhängt. 
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Zum Beweise integrieren wir das zweite Integral partiell. Beachten wir, daß nach 
‘|. (46} am Rande B”’=0 wird, so erhalten wir 
.n N RB’ N RB’ .n 
( > ( 
“ H3 dedy=2\\B’dzdy. .. .. 2... 51). 
ey )aran ellraean on 


u * 


Da für die Spannungsfunktion T der Torsionsspannungen Gl. (22) 


A T= ) (1 d) 
konstant ist, können wir 
rn En 
\ B’dedy Pal u u 5 0 75 Pr 


setzen. Nun ist nach einer bekannten Formel der Potentialtheorie 


f e (mdT ,„IB" 


\ \ B’ITdi dy=\ \ TAB’ dxdy-+ \In” 


/ ds. 5 2 A. 
on On 


Hlier verschwindet das Randintegral, da nach den Gl. (24) und (46) am Rande sowohl T=0, 
als 3’ 0 ist. In dem Flächenintegral wird nach Gl. (45) 


ri Pix Ba 4) 
Zee /(m—+1)' 
ls folgt 
en | P pp 
\\ ”’ATdedy \\ DIE LIEBE .» . 3 warn er 


J(m+l)). 
Das Inteeral der rechten Seite verschwindet nach Gl]. (42). Daraus folgt rückwärts, daß, wie 
zu beweisen war, das zweite Integral in der Formel (50) verschwindet. Es bleibt für & die 
Formel von Schwalbe: 


z I((/ o#P 633  Faf ». 
2 E \ \ [“ Öx Try 07; 7 2.) BERN. ; 50 er 
die dureh partielle Integration auf die Form 
2 (f 1 [ 27 
& pP \ \ Kdxdy pP \ Pirdyyda)-, j \ \.r ydaxzdy .» .„ . 166) 


vebracht werden kann. Da die Randwerte von B’ aus Gl. (46) folgen, können die Rand- 
intererale unmittelbar ausgewertet werden. Zur Bestimmung des Integrals \\ D’d.r dy ist die 
Py 


.) 


Potentialgleichung 1.5’ =-0 mit der Randbedingung (46) dB’ d. zu Integrieren. 

8. Bemerkungen zum Schrifttum. Herr Weber hat sieh in zwei Arbeiten mit dem 
Problem des Schubmittelpunktes beschäftigt. In der ersten Arbeit (Biegung und Schub im 
eeraden Balken, diese Zeitschrift, Bd. 4, 1924, S. 331 bis 345) werden 8. 337 und 339 die 
Differentialgleichungen und die Randbedingungen für die Haupt- und Zusatz-Schubspannungen 
angegeben; der Schubmittelpunkt wird in der gleichen Weise wie bei Herrn Schwalbe 
bestimmt, wenn auch die Schwalbesche Formel nieht ausdrücklich hingeschrieben wird. 
Auf die Torsionsfreiheit der Hauptschubspannungen wird aus der Betrachtung der Form- 
änderungen geschlossen. In der zweiten Arbeit (Übertragung des Drehmomentes in Balken 
mit doppelflanschigem (Querschnitt, diese Zeitschrift, Bd. 6, 1926, S. 85 bis 97) wird S. 87 die 
„Drehachse“ für Torsion definiert und S. 92 gezeigt, daß der „Drehpunkt*, in welchem diese 
Achse den Quersehnitt schneidet, mit dem Schubmittelpunkt identisch ist. Aus den gegebenen 
Definitionen folgt damit ohne weiteres die Webersche Formel für den Schubmittelpunkt. 
In der Arbeit von Herrn Schwalbe (Über den Sehubmittelpunkt in einem, durch eine Einzel- 
last gebogenen Balken, diese Zeitschrift, Bd. 15, 1935, S. 135 bis 143) wird aus der leicht 
beweisbaren Tatsache, daß die Zusatzschubspannungen ein reines Torsionsmoment ergeben, 
unmittelbar geschlossen, daß dieses Torsionsmoment verschwinden muß. Dieser Schluß 
erscheint mir nicht ganz zwingend. Es müßte dazu bewiesen werden, daß die Hauptschub- 
Spannungen torsionsfrei sind; wären sie es nämlich nicht, so müßte das Torsionsmoment der 
/usatzschubspannungen das der Hauptschubspannungen ausgleichen und könnte nicht ver- 
schwinden. Der Wunsch, diese Lücke auszufüllen, hat mich zur Darstellung meiner Methode 
veranlaßt. Meine Ergebnisse gehen nur in der Bestimmung der Konstanten ., (Gl. (43)) über 
(lie Ergebnisse der Herren Weber und Schwalbe hinaus. Ich glaube aber, dureh Ein- 
führung der energetischen Definition für die torsionsfreie Biegung die Behandlung des Problems 
vereinfacht zu haben. 320 
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Über die Dämpfung bei Gründungen’. 
Von Hermann Josef Menges VDI ın Darmstadt. 
M': muß die Kraft, die von einer Maschine auf eine Decke, den Boden, oder allgemeiner 


zesagt, auf den Untergrund übertragen wird, möglichst klein halten, da sie in inniger 
Beziehung zu der abgestrahlten Energie steht, die man als Maß für die Störung der Umgebung 
dureh Ersehütterunzen betrachten darf. 


Deshalb pflegt man auch die Gründung oder die Maschine auf dem Untergrund weich 
zu lagern dadurch, daß man Dämmstoffe (Kork, Gummi, Federn usw.) zwischenschaltet. Auch 
im Fahrzeugbau spielen solche Erwägungen eine Rolle. So wird heute wohl allgemein der 
Motor nieht mehr starr mit dem Fahrgestell verbunden, sondern in Gummilagern aufgehängt. 


Diese Stoffe übertragen nicht nur elastische Kräfte, sondern auch Dämpfungskräfte, da 
alle Baustoffe Schwingungsenergie in nicht umkehrbarer Form absorbieren. 


ls seien einige Sonderfragen behandelt, bei denen diese Dämpfungskräfte eine Rolle 
spielen. 


Il. Teil. 
Die Dämpfung ıst dann nützlich, wenn sie die Gesamtkraft auf den Untergrund gegen- 


über dem ungedämpften System herabsetzt. Zunächst seien für ein einfaches Beispiel die 
Drehzahlgebiete bestimmt, in denen die Dämpfung nützlich bzw. schädlich ist. 


Kin Dieselmotor mit Gründung befinde sich unter Zwischenschaltung einer Dämmschicht 
auf einer praktisch starren Unterlage (Abb. 1). Infolge der Eigenart einer Kolbenmaschine 
wirkt die Unwueht im wesentlichen in der Lotrechten. Da ferner die moderne Technik 
bestrebt ıst, Gründungen so zu formen, daß auch schwingungstechnisch einfache Verhältnisse 
vorliegen, wird man keinen erheblichen Fehler begehen, wenn man der Anordnung nur einen 
Freiheitsgrad in der Lotreehten gibt. Die 
folgenden Ausführungen behalten ihre 
(Gültiekeit auch bei verwickelteren Grün- 
dungen, wenn innerhalb des betrachteten 



































u y Drehzahlbereichs die Bewegungen nach den 
i einzelnen Freiheitsgraden unabhängig von- 
einander erfolgen. Für jeden Grad gilt dann 
Gründung eine Gleichung nach (3). Abb. la zeigt das 

p | Schema des Schwingsystens. 
\ ; Aa | \L, Um eine ausreichende ‚Grundlage zu 
7777 ushieiäniei h gewinnen, die auch den wirklichen Ver- 
gr hältnissen nahekommit, sei angenommen, 
daß die Dämpfungskraft aus zwei Teilen 


bestehe: 
Abb. I und la. Schematische Darstellung einer ein u u . r 3 ’ ), > 
fachen Gründung mit dem zugehörigen Schwingsystenm. Di r erste X ıl 0, In Zukunft Baustofl 
dämpfung genannt, sei verhältnisgleich der 
Schwinzungsgeschwindigkeit s der Gründung, jedoch mit einem Beiwert //, der umgekehrt 
proportional der Winkelsehnelle & sei: 


EEE ee rg 
h i . 

H oe h = Konstante der Baustoffdämpfung. 
.T( 


Solange das Verhältnis der je Schwingung zerstreuten Energie zum mittleren Energie- 
inhalt des Systems hinreichend klein ist?), wird die Masse mit guter Näherung eine harmonische 
Bewerung ausführen. Dann stellt aber die Funktion a f(s) eine Ellipse mit den Halbachsen 
S (Scheitelwert der Auslenkung s) und A S/a dar, deren Inhalt bekanntlich der Energie E, 
entspricht, die in einer Schwingung zerstreut wird: 


Bee, . u at ER 

I) Erweiterung eines Vortrags, gehalten auf der Frankfurter Tagung des Ausschusses für mechanische 
Schwineuneen des VDI. 

\.L. Kimball: Kongreß techn. Mech., Stoekholm 1920. — H. J. Menges: Dr.-Ing.-Diss., Darmstadt 1926. 
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Es ist bemerkenswert, daß E,„ unabhängig von der Schwingungszahl ist. Diese Annahmen 
werden durch experimentelle Arbeiten insbesondere von E. Schmidt’) bestätigt. Seine 
/ahlenwerte für Gummi gestatten, die quadratische Verknüpfung der Energie mit dem Scheitel- 
wert S entsprechend der Formel (la) nachzuweisen. Ähnliche Gesetze scheinen übrigens 
allgemein die innere Dämpfungsfähigkeit der Baustoffe zu beherrschen. 


Der zweite Teil b der Dämpfungskraft, kurz Flüssigkeitsdämpfung genannt, entspricht 
dem bei einer gedämpften Schwingung üblichen Ansatz: 


I 0 s a a ee ee, 
o = Dämpfungskonstante. 
Die je Schwingung zerstreute Energie 
DEE 5: rer rıarın i ih 
ist nun von der Winkelschnelle abhängig. 
Die Differentialgleichung des in Abb. la dargestellten Systems lautet: 
mstks+cs=m,r,w smwi. . .». 2 2 2 2 2 2.20.ß). 
h 
k=o+ ‘ 
. Ta. 
m -—- Masse des Motors nebst Gründung, 
e — Rückstellkraft der Dämmschicht, 


nn, 7, = Massenmoment der Unwucht, 





s — Auslenkung der Gründung gegen den Untergrund, 


t — Zeit, 
60 
n=5,_@W Drehzahl in der Minute. 


Punkte bedeuten Ableitungen nach der Zeit. 
Da die Koeffizienten dieser Gleichung hinsichtlich s und f konstant sind, lautet ihre 


wohlbekannte Lösung für die erzwungenen Schwingungen: 


m,r,o”sin(mt— e) 


’ | (ec m ”)” Kr k? on” (4) 
e — Phasenwinkel. 

Wie man leicht einsieht, hat die auf den Untergrund übertragene Kraft p die Größe 
ee Er ee (»). 


Es ist zweckmäßig, ihren Scheitelwert 
P=m,r,@’y(e+k?’o”)|te - mo’ + k’n®) ' 


für die folgenden Rechnungen und die Schaubilder 2 bis 4 so umzuformen, daß nur noch 
d) N 


dimensionslose Zahlen eingehen. Zunächst führt man den Resonanzgrad pP = ein. 
„VD, 0 


. / C . . > . er > u s 
In diesem Ausdruck bedeuten , % z die Winkelschnelle der freien ungedämpften Sch wingung 


und », die zugehörige Schwingungszahl in der Minute. Ferner ersetzt man h und o durch 
die Größen „7 und £&, die durch die Gleichungen 


h on 


(6) 


Ir 


1) = " 
IT m Do Mo, 


bestimmt sind. Diese neuen Größen sind mit den Dekrementen der freien Schwingung, wenn 
Je eine Dämpfungsart allein wirkt, identisch, sofern die Eigenschwingungszahl des gedämpften 


3) E.Schmidt: ZAMM, 1923, Bd. 3.5—-Ph. Popp:iZ. techn. Phys., 1934, Bd. 15. 
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\bh. 4. Abb. 5 und 5a. Schematische Darstellung einer Gründung 
unter Berücksichtigung des Einflusses des Untergrundes. 
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nur wenig von der des ungedämpften Systems abweicht. Um den Einfluß der beiden Dämpfungs- 


arten, die meistens eleiechzeitir wirken. leieht zu überblieken, sei noch das Verhältnis «= —. 
einzeführt. Die einfache Zwischenreehnune liefert: 
pP 1 +09? ) A 
y ar Ing [ “ 
£ B) PP I2 12 Pe) Ö | | y . (‘) 
Pe Pi Pi (l p ) + N) T p 
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Nach den einleitenden Bemerkungen ist die Dämpfung in den Drehzahlgebieten von Nutzen, 
in denen die Kraft P, kleiner ist als die Kraft P, der ungedämpften Anordnung, die sich 
aus (7) zu 


; | 
P a2 1, sun 
0 { (1 pP”) 
ereibt. Der nach einer kleinen Umreehnung erhaltene Bruch 
P ‘ )* ,’ 1/ 
1 9 p2 »A\ \]/ a f ) 
( i—-B83 yırlı a I EEE EZ OPT 
Sa Ze PR vr (S) 
muß «demnach kleiner als I sein. Man findet sofort die aus der Theorie der gedämpften 
Schwingungen her bekannte Tatsache, daß dieser Bruch für 5 = P,=] 2 unabhängig von der 
Größe der Dämpfung — und auch hier ihrer Art den Wert 1 annimmt. Alle Kurven 


P,=f(p) gehen dureh diesen sineulären Punkt. 


Da für Resonanzgrade 5 <P, der Wert 2 5° - 5° positiv ist und ferner 1 + 6° für £=F0 
orößer als I ist, muß der Nenner in (8) größer als der Zähler sein. Ebenso findet man für 
3>P, das Umgekehrte. Daraus folgt: 

Für #<P, ist g<1: Die Dämpfung ist nützlich. 
Für 5>P, ist q>1: Die Dämpfung ist schädlich. 


Um bei der Darstellung der Funktion P,=f(p) in den Abb. 2 bis 4 eine geeignete Ver- 
vleichsgrundlage zu gewinnen, ist es empfehlenswert, die Größe 4=- S(1+.«a) einzuführen. Sie 
entspricht unter den oben gemachten Voraussetzungen dem Dekrement der Eigensechwingung 
der Anordnung, wenn beide Dämpfungsarten im Verhältnis « wirken. Alle Systeme mit ver- 
schiedenem a und £, die jedoch das gleiche 4 besitzen, sind demnach hinsichtlich der Dämpfung 
ihrer Eigenschwingungen praktisch gleichwertig. Deshalb sind auch in den Schaubildern die 
beiden Parameter @ und % benutzt worden. Die angegebenen Werte & errechnen sieh nach 
der oben angeführten Formel. 


Die Abb. 2 bis 4 sollen einen Überblick über den Einfluß der beiden Dämpfungsarten 
geben. Da alle Größen dimensionslos sind, erfassen sie alle möglichen Systeme, so daß man 
den Bildern für jeden Fall die Größe der Kraft P, auf den Untergrund leieht entnehmen oder 
doch durch Interpolation angenähert ermitteln kann. In Abb. 2 ıst a=-0, also 4=-£, d.h. 
das System besitzt reine Flüssigkeitsdämpfung, wie sie dem üblichen Ansatz entspricht. In 
Abh. 4 ist «== 100. Hier wirkt die Baustoffdämpfung praktisch allein. Der Abb. 3 liegt eine 
Anordnung zugrunde, die beide Arten zu gleichen Teilen enthält. 


Im Gebiet der Resonanzgrade $%<P, hat die Art der Dämpfung auf das Aussehen der 
Kurven keinen großen Einfluß. Für Maschinen, die in dem entsprechenden Drehzahlgebiet 
fahren, ist es ziemlich gleichgültig, welche Dämpfungsart zur Anwendung kommt. Wird aber 
P>P,), So zeigen sich bemerkenswerte Abweichungen in den Bildern. Während bei reiner 
Flüssigkeitsdämpfung (Abb. 2) von einem hinreichend großen 5 ab die Kräfte linear zunehmen, 
nähern sie sich bei reiner Baustoffdämpfung (etwa Abb. 4) einem mäßig großen konstanten Wert. 


In der Praxis handelt es sich häufig um Maschinen, die in einem großen Drehzahlgebiet 
gefahren werden (z. B. Fahrzeuge). Da die den Darstellungen entnommenen Werte P, noch 
mit der Unwuchtkraft in der Resonanz m,r,@, multipliziert werden müssen, um dıe tat- 
sächlich wirkenden Kräfte zu finden, ist es nötig, die Eigenschnelle der Gründung recht 
niedrige zu bemessen. Trotzdem läßt es sich häufig nicht vermeiden, auch die Resonanz noch 
in das Gebiet der Betriebsdrehzahlen einzubeziehen. Dann ist darauf zu achten, daß der 
Größtwert von P, in der Nähe der Resonanz nicht zu groß wird. Ein Vergleich der Abb. 2 
(Flüssigkeitsdämpfung) und Abb. 4 (Baustoffdämpfung) zeigt sofort, daß z. B. für /=2 die 
Baustoffdämpfung wegen des günstigeren Verhaltens der Anordnung im Gebiet 9>P, vor- 
zuziehen ist. 

Il. Teil. 

Bisher war ein völlig starrer Untergrund angenommen worden. Da aber in der Regel 
der Boden mit einer gewissen Federung, Masse und Dämpfung, die noch von der Schwingungs- 
zahl abhängen, an der Bewegung teilnimmt, ist an das in Abb. la skizzierte System noch 
ein weiteres angekoppelt (Abb. 5a). Da es häufig schwierig ist, die Bestimmungsgrößen des 
jodens einwandfrei zu erfassen, besteht die Gefahr, daß an Gründungen unerwartet Er- 
schütterungen auftreten. Bekanntlich ist die Beseitigung solcher Störungen an Maschinen, 
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die bereits im Betriebe sind, oft recht schwierig, da man in der Wahl der Mittel aus wirt- 
schaftlichen Gründen beschränkt ist. Im folgenden seien an einem einfachen Beispiel eine 
Reihe von Fragen behandelt, die auftreten, sobald man versucht, die Störungen durch eine 
Vergrößerung der zwischen Gründung und Boden wirksamen Dämpfung zu beseitigen. 

Den Untersuchungen sei die in Abb. 5 skizzierte Anlage zugrunde gelegt. Der Motor, 
der nur mit einer bestimmten Drehzahl läuft, steht unter Zwischenschaltung einer Dämm- 
schieht auf einer Betonplatte im Keller eines Gebäudes. Unter der Annahme, daß die Be- 
weeune im wesentliehen nur in der Lotrechten erfolge, stellt Abb. 5a das Schema der An- 
ordnung dar. 

Die Dämmschicht befolge hinsichtlich der Dämpfung die bereits im ersten Teil benutzten 
Gesetze. Die dem Untergrund eigene Dämpfung hat im wesentlichen zwei Ursachen. Es 
wird in der Betonplatte infolge der inneren Reibung Energie verzehrt, ferner strahlt sie an 
das Haus und den Boden Sehwingungsenergie ab, für die man in gewissem Umfang die aus 
der Theorie der Sehallstrahler bekannten Gesetze heranziehen kann. Beide Ursachen werden 
dureh die Annahme genügend genau erfaßt, daß die Dämpfungskraft verhältnisgleich der 
Schwineungszesechwindigekeit der Masse 2 sei mit einem Beiwert, der eine Funktion der 
Frequenz ist. Die Untersuchung wird übrigens ergeben, daß die Kenntnis der Bestimmungs- 
erößen des Bodens zur Erledigung der angeschnittenen Fragen nicht erforderlich ist. In 
bekannter Weise gewinnt man die beiden Differentialgleichungen: 


h 
m,s+-ms,+ks+tes=P,sinot, m,8,;,+k,s;+0,8 —k,s—c,s=0, k=o,r ee: 
r m Wr a er To 


Der Index 1 bzw. 2 bezieht sich auf die Gründung bzw. den Boden. Punkte bedeuten Ab- 
leitungen nach der Zeit. Ferner ist 
Masse des Motors und der Gründung, 
c Rückstellkraft der Dämmschicht, 
o, Konstante der Flüssigkeitsdämpfung der Dämmschicht, 
h == Konstante der Baustoffdämpfung der Dämmsehicht, 
s - Auslenkung der Masse 1 gegen die Masse 2, 
Ss absolute Auslenkung der Masse 1, 
P m, r, 0 = Unwuchtkraft, 
mw, Masse des Untergrundes, 
°,  htückstellkraft des Untergrundes, 
,-- Dämpfung des Untergrundes, 
s,. absolute Auslenkung der Masse 2, 
i° y 1° imaginäre Einheit, 
» = Winkelsehnelle der Erregung. 
Die weitere Rechnung geschieht zweekmäßigerweise mit Hilfe komplexer Größen. Es 
sei daran erinnert, daß der Realteil einer solehen Größe s—=&Selvt den Augenblickswert 


ergibt, während Betrag und Winkel den Scheitelwert bzw. die Phase darstellen. In der 
Regel seien die großen deutschen Buchstaben den komplexen Amplituden vorbehalten. 


Mit dem Ansatz 


x zZ eiot.: S, 5, eiwt (9) 
erhält man 
) j} ) > 
n. P» B — Ps B. 
z ) ’ ) ’ DO, 7) > (10), 
Pıfa Ps l’ı PıP>» Ps Pı 
ß, c, m,o’+iwk,, B,=t, nm,’ t+iok,, ,=c+ttitok, PA,=m,o’ .. (M). 


Da Pevfze,s-+k,s ist, wird die Kraft B auf den Boden: 


Bed Reh a a ee ie 
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wirt- (ch den einleitenden Bemerkungen interessiert besonders die Energie E, die in einer 
eine eriode an die Umgebung abgegeben wird. Eine Erhöhung der Dämpfung der Dämmschicht 
eine t nur dann sinnvoll, wenn damit eine Verringerung dieser Energie verknüpft ist. Die 
iröße E schreibt sich bekanntlich unter Beachtung von (12): 
Iotor, E ] I7= ıe k, () Re z 
Br A ) ıKk.w|O9, Rn or in N”, 
ämm . 2 (e, — m,o® + ko: 
e Be- 
r An- Die folgenden Betrachtungen beschränken sich auf ®, da, wie man sieht, bei gegebenen 
I 'ntererund und konstanter Drehzahl E nur vom Betrag dieses Vektors abhängt. Kennzeichnet 
dab nan die Größen mit einem Stern, die vor der Anderung der Dämpfung A, um ı Ik, 
Es virken, so wird nach der Anderung der Boden von der Kraft belastet: 
ean mr 
» aus B=P"+AP. 
rden 
der Da 19 den Zuwachs darstellt, den B* erfährt, folgt unter Beachtung von (10) und (12) 
der 
INgS- mp PslPs tin) PD. Ps | 
In IB, Hide timb Paße—PBshıl 
h line einfache Zwischenrecehnung formt diesen Ausdruck um in 
Tan. “ 
s wi, MD on. 
! ) ar =) Den. N 
Ab. \ f f D, n,ao Tr P, .) 
I u, a==1} 5 Tr‘ (19). 
a&S* Ps 2° 
rin x 
Dr 
In dieser Beziehung kommen außer 7 nur noch die bekannten Bestimmungsgrößen des 
Systems 1 sowie ©* vor. Da |&*| den Scheitelwert der Bewegung der Gründung gegen die 
Betonplatte darstellt, ıst diese Größe der Messung leicht zueänelich. Es eenügt hierzu ein 
| $ gan; | | 
Schwingungsmesser, der nach dem Prinzip der Dehnungsmesser ohne träge Masse arbeitet. 
Außerdem ist noch die Messung der Phase von ©* gegen den Vektor der Unwucht auszu- 
führen, dessen Lage bei einem Dieselmotor hinreichend genau bekannt ist. Auch diese 
Aufgabe bereitet keine besonderen Schwierigkeiten. Es ist aber auch möglich, zur Erregung 
der Gründung eine künstliche Unwuecht zu benutzen, die hinsichtlich Größe und Lage bekannt 
ist. Die Formel (13) gestattet demnach für jede endliche Anderung der Dämpfung um 
7 Ik,@, die neue Kraft ® und insbesondere ihren Betrag zeichnerisch zu ermitteln. Es 
ist wichtig, daß hierzu die Kenntnis der Konstanten des Untergrundes nicht erforderlich ist. 
Unter Umständen ist es schwierig, genügend genaue Angaben über die Werte e,,k, 
der Dämmschicht zu erhalten. Da &, =CS-+%, ist, folgt nach einer hier unterdrückten 
| 2 { 
/;wischenreehnung: 
2 P,+m, w’o," 
Pa >*# 
Von «der Richtigkeit dieser Formel kann man sich leicht überzeugen, wenn man die Werte 
Ks nach (10) einsetzt. ©,* ist die komplexe Amplitude der absoluten Bewegung der Gründung. 
vert Ihr Betrag läßt sich mit einem Schwingungsmesser, der nun auf dem Prinzip der trägen 
der Masse beruht, leicht ermitteln. Bei der Messung ihrer Phase ist jedoch besonders auf die 
zusätzliche Phasenverschiebung der Meßanordnung zu achten. Mit Hilfe dieser weiteren 
Messung kann man also die Kenntnis der Eigenschaften der Dämmschicht umgehen. 
Es soll noch kurz eine elegante zeichnerische Darstellung der Funktion = FF) ent- 
(9) fen) { / 
wiekelt werden, der man unmittelbar alles Wissenswerte entnehmen kann*). Nach (13) ist 
10), i MD ar: 
/ 
 p 
IB En 
11). I+tı = 
/ pP 
0 


4), [eh möchte hier Herrn Professor Trefftz meinen besten Dank für die Anregung zu der folgenden Unter 
2). chung aussprechen. 
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Diese Beziehung kann als eine Abbildung der imaginären Achse der z-Ebene auf die ı-Ebene 
aufgefaßt werden entsprechend der aus der Theorie der konformen Abbildungen bekannten 
linearen Transformation: 


I +2 
rt 
d-+c:z 
mt 
2 m, W" _, ao“ 
2 9, d=0, a ee, see , stein, 
A ya ' 


Da «diese Abbildung bekanntlich einen Kreis ergibt, liegen auch die Spitzen der komplexen 


Amplituden BP" + .PP auf diesem Kreis, wobei lediglich eine Verschiebung des Koordinaten- 
systems auftritt. Dividiert man in (13) aus, so folet: 





; m, 
r „< 4 
I m,w: . en DB. . 8 a eh 
A I; ax 
rm 
P, 
Sobald die Konstanten © 2° eisı, 2’ —,,, usw. nebst ihren Beiwerten bekannt sind, ist 
die Zeichnung des Kreises sehr einfach (Abb. 6). So wird für 7=0: AB--0 und für | 
7 + o: IP=N, wodureh die beiden Punkte B* und BP*-+-N des Kreises festgelegt sind. | 
Aus (13) findet man für den Punkt P* die Richtung der Kreistangente im Sinne positiver 77: | 
4 nd 7:0 m, m” 
vg T d pe - d 7 p N 5*2 d 2 ei (2 sı— 1 2) . 
0 


Yy 


Da hiermit auch die Richtung des zugehörieen Durch- 
messers bekannt ist, genügen diese drei Angaben zur 
Zeichnung des Kreises.  Bildet man unter Beachtung 


Su 


von (13) und (14) den Ausdruck 5, , SO gewinnt man: 


IX 


nppl/o Ärhso > ya 
7 ACHS Pr | 1 15 
7 _% A ( .)). 
\bb,6. Zeichnerische Ermittlung von ı< V 


hei einer Änderung der Dämpfung um n. 


Die zu positiven Werten von 7, gehörigen Größen IP sind auf dem Kreis in der Riehtung 
der Tanzente i<2”°’ zu zählen. 


Man entnimmt IN, |3 und '@aZ* der Zeichnung und gewinnt nach (15) zu jeder 


Kraft P die zugehörige Veränderung der Dämpfung „= Ik,o. An Hand dieser Darstellung 
kann man zunächst beurteilen, ob eine Vergrößerung der Dämpfung — eine solche kommt 
praktisch wohl nur in Frage einen Sinn hat, d.h. zu kleineren Scheitelwerten || führt. 


ls läßt sich auch entscheiden, ob der günstigste Wert 'Bıyz', der zu der absolut kleineren der 
beiden komplexen Amplituden gehört, die nach dem Kreismittelpunkt weisen, mit den 
praktisch möglichen Mitteln noch zu erreichen ist. 


Zusammenfassung: Es werden eine Reihe von Fragen behandelt, die mit der Dämpfung | 
von Dämmsehiechten usw. in Verbindung stehen. Der erste Teil befaßt sich mit dem Einfluß 
der „Baustofl- und der Flüssigkeitsdämpfung* auf die Gesamtkraft, die bei einer Gründung 
auf den Boden wirkt. 


Im zweiten Teil wird ein Verfahren entwickelt, das es gestattet, mit Hilfe einfacher 
Messungen ohne Kenntnis der Eigenschaften des Untergrundes den Einfluß einer Erhöhung 
der Dämpfung der Dämmschicht auf die Kraft zwischen Gründung und Untergrund zu 
ermitteln. 516 
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Von A. Pröll ın Hannover (Technische Hochschule). 


Zusammenfassung: Aufstellung der Gleichungen der Phygoidenbewegung mit Wider- 
tänden. Lösung eines Zahlenbeispiels nach der Isoklinenmethode. Der periodische Charakter 
‚ler widerstandslosen Phygoiden geht sehr rasch verloren, und die Bewegung geht in den 
reraden Gleitflug über. 

Das Problem der niehtstationären Längsbewegung des Flugzeugs in einer Vertikalebene 
kommt als Teilaufgabe der allgemeinen Bewegung (wie sie etwa beim Trudeln beobachtet 
wird) häufige vor und ist schon oft Gegenstand der Untersuchung gewesen. Besonders reich 
ist die fugtechnische Literatur an Betrachtungen über die Längsschwingungen, die ja 

nplexen dann Veranlassung zur Ermittlung der dynamischen Längsstabilität geben, andererseits ist 
dinaten- anch das Problem des Schleifenfluges und des Abfangens (zur Landung) wiederholt be- 
handelt worden. 

Die allgemeinen Gleichungen des Problems sind bekannt, es sind die Krafteleichungen 


(Abb. 1) E 
W [sW# 
Du. 


(14). 





ind, ist 








ınd für 
t sind. : 
iver 7: | ELEEEN Fi 
Abb. 1 
er; ar ‚y f 
»—=Gsing —e„F,.v” (in Bahnrichtung) 
Y N 
(dh) 
Durch- G M 
en zur nd (1 cos q „FF ..r” (1 zur Bahnriehtung) 
( | 
chtung J J 
und «die Momentengleichung 
ıt man: r En 
JV Jg Veen Mat Mr... ee Me 
F F 
1) und vereinfacht mit %, 35 fay Ku =5Gwr 
"egsing En ng Cosy er 4 TEE 
\y ı ıyı% ı WM 
ehtune . IK Me ey, is Ir 
5 a — | ee Em 
.J 
ieder mit den Bezeiehnungen @ Fluggewicht, ./ Trägheitsmoment um die Querachse durch den 
ellune Schwerpunkt, F Tragfläche, » Geschwindigkeit (des Schwerpunkts), 
a yo Bahn- 
kommt 2 Anstell Winkel »t,\ Momente der Luftkraft, 
” j; : 11° NKEI, 7 
führt. 0 nn »tz,f Momente des Höhenruders, 
u ale " Längsneigungs- 
an robei My  Dämpfungsmoment des Leitwerks 
t de wobeı Nr ämpfungsmoment des Leitwerks, 
t den TR ve. a 
»—=g-— a (Abb. 1) (Einstell = 0 gesetzt!) 
M;,; gibt die erzwungene Bewegung durch das Höhenruder an, die in ihrem zeitlichen 
| Verlauf bekannt sein muß. 
» I m . . x ‘ 
ıpfung | Bei der mathematischen Behandlung der allgemeinen Gl. (3), (4) treten wegen der 
Antluß verwiekelten Abhängigkeit der Luftkraftbeiwerte vom Anstellwinkel a erhebliche Schwierig- 
ndung keiten auf, die auf versehiedene Weise umgangen werden können. 

I. Die Betrachtung der dynamischen Stabilität erfolgt fast immer unter Annahme 
tacher nur kleiner Winkeländerungen aus einer Gleichgewichtslage. Dabei wird die Anderung 
PPRNBRN der Luftkraftbeiwerte mit « in der unmittelbaren Umgebung der betrachteten Lage ebenfalls 
“a Bi als bekannt vorausgesetzt und meistens als linear angenommen (v. Kärmän, Grammel, 

>16 Kverling u.a.) 
>. Die korrekte mathematische Behandlung der Längsbewegung für große Winkel: 
änderungen wurde von Dr. Schwarz in einer sehr umfangreichen, noch unveröffentlichten 
Arbeit durchgeführt. Die Winkelfunktionen wurden hier durch Potenzreihen eingeführt; die 
Ergebnisse der Rechnung konnten aber nur für spezielle Annahmen ausgewertet werden. 
16 
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3. Viel verwendet werden Kombinationen von Versuchsresultaten mit einfachen rechne- 
rischen und graphischen Operationen'). 


I. Die einfachste Näherungsmethode stammt von Lanchester. Unter der Annahme 


.‚unendlieher statischer Stabilität“ bleibt der Anstellwinkel immer konstant. außerdem 
sieht Lanehester von dem Widerstand ab bzw. nimmt an. daß der Widerstand dauernd 


durch eine entsprechende Schraubenkraft aufgehoben wird. Auf diese Weise findet Lanchester 


die von ihm „Phygoiden*“ genannten Flugkurven. Sie geben ein Bild der Flugbahn in großen 
Zügen wieder, ohne aber die Dämpfung durch den Widerstand zu enthalten und ohne die 
Mögliehkeit, Steuermaßnahmen in die Rechnung einführen zu können. 

Im nachstehenden wird versucht. die zuletzt erwähnten Ansätze von Lanchester zu- 
nächst durch Hınzunahme des Widerstandes zu erweitern, d.h. also, den wirklichen 


Gleitllue ohne Schraubenwirkung zu studieren, wobei aber die erste Annalhıme von Lanchester 
(«= konst.) vorerst noch beibehalten wird. Dazu ist zu sagen: Die Veränderlichkeit der 


Gleitzeschwindigekeit » ist sicherlich nicht so groß (in Wirklichkeit) wie die des Anstellwinkels. 
Wenn wir trotzdem für die Rechnung zunächst diese Ansätze machen, so verlangen wir 
dadureh einen Flugvorgang mit bestimmter (zwangsläufiger) Höhensteuerbetätigung. 
Die Momenteneleicehung wird im Einklange mit der ersten Annahme von Lanchester 
zunächst nieht betrachtet. Es werde nun angenommen, daß das Flugzeug (mit Motorantrieb 
und », sowie a, normal) horizontal fliegt und plötzlich bei gleichzeitiger Wegnahme des 
(‚ases mit verhältnismäßie eroßem Anstellwinkel « zezoren wird, der dann konstant 
eehalten wird. Die Maschine wird daraufhin zunächst steigen, dann aber sehr bald in einen 
wellenförmigen Gleitlug übergehen, der sich asymptotisch einer geraden Gleitbahn nähert. 

Als Anfangsbedingung gilt vr r,,y 0. 

Aber auch der nach längerer Zeit erreichte stationäre Endzustand ist bekannt, 
für den mit 


. . Eu - 
"=0, g 0 auch te > ae 
RK 
wird. (97, Gleitwinkel beim Anstellwinkel @.) Die Endgeschwindigkeit ist 
JCOSQ sind . 
v_ J u J Pe ne 6). 
ka ku 


"ür den Übergang erhält man eine nichtharmonische gedämpfte Schwingung. Für die 
Lösung «der Gleichungen machen wir sie zuerst dimensionslos durch Einführung der nach- 
stehenden Transformationen’): 





"—= A y(r) eh » , er | ei 
dıy dq 
. y' Q' 
dı ‘ dr 
I dr I. hr op 
rd Act er 
(I). 
yq' COS "a Lay 
. 16 O e 
Hierbei bestimmen sıech die Konstanten A und o zu 
( 
| J o=Yyke . | Eee 
Ku 
nf 
‘f I 
| Eu He LAgl a . (9a). 
Ao [#7 
Unser Differential-Gleichungssvstem lautet jetzt 
. k, 
y sInYy ı Y4 CoSq j; er . (10) 
mit den Anfangesbedinzungeen: 
" 
tr=V 7 0 Y a ee 
Für den stationären Endzustand ıst dann wıeder 
kn k 
(V fr u F .) 
rn, Y, een EN. 


'; Verl. Pleines: Kinematograph. Messungen der Flugbewe eure beim Abfangen. Luftfahrtiforschung 1934. 
>), Fir diese Rechnungen fand ech freundliche Unterstützung von Herrn Privatdozent Dr. Rosemann-Hannover., 
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rechne- Der weiteren Rechnung legen wir ein „Isoklinenverfahren“ zugrunde. Wir erhalten 
dy  y' y(sinq y") dag | ka. j 
nnalıme | en m = cospo, N Er 
> | ( ( ( ‘ A ( T ! 4 . 
berdem | / / COS 4Y er „ u 
lauernd eh 
| und daraus 
hester Y 
eroßen j ydaq 
= ja sr Un, BEL BEE LE 5 GG MM. 
INe die / Th o 
COS ( fr 
! R. 
u" 
ber zu- 
klichen /ur Lösung des Problems muß nun 
hester Pr E 
a Il. die obige Differentialgleichung gelöst werden (y == yir)), 
Ankos. Il. das Integral (14) berechnet werden. 
m Wir Durch die Substitution 
Igung. 
Iester Y=n($) Fesıng we EN EZ a Du re 
antrieb mit den Anfangsbedingungen 
ne des 
.) 2 
stant . . = 1jo 
EV, ) u’. TR ln cn a: . (16) 
I einen lo Yo; /ıwo) ka 
nähert. ko 
erhält man schließlich 
| kannt, d ’ > y(E 1) u 
kn | 
A 3 l; (lu), 
- Y .a + 
x | — £ nyl— 
(>) Eu 
und diese Gleichung wird graphisch gelöst, indem man in einem £, 7-System die Kurven für 
gleiche Neigung 7" tgx zeichnet. Für z<-%° erhält man eine Ellıpse 
(6). k.\? 
Pal ei. 2... 0000 aa (18), 
"ür die u 
nach- für z2=0 eine unter 45° geneigte Gerade. 
Der Schnittpunkt W entspricht dem stationären Endzustand des Problems. Weitere 
(M Isoklinen, d. h. Linien, auf denen die »7-Kurven konstante Neigung haben, werden für 
| einen Spezialfall eingezeichnet (Abb. 2). 
Da die weitere Rechnung graphisch-numerisch erfolgt, so setzen wir gleich ein 
ZJahlenbeispiel 
fest und wählen dazu ein Flugzeug von der Art von Junkers A535 mit den Daten’): 
(S). 1 * Y . 7 [7 DD} - .. y .ı. 
(4 1600 kg, F=30m?, J—=300 kgmsk?, a konstant - 25° (überzogener Flug), dafür 
nach Polardiageramm: 
C„=107, or =0356, cH=0565, also ku„=1US0, Ku = 1240, 
A=-49m/sk, 00,204. 
(9) Anfangszustand: 
m ". m 
u si 2 IQ _ u TE .) 
v,=%5mlsk, 9,=0°, &=0, % 0,925, m = Ne =dS6l, m OT. 
(Ya). Von diesem Anfangswert ausgehend, zeichnet man (Abb. 2) die Kurve (,£&) so ein, daß an 
ihren Schnittpunkten mit einer Isokline immer der dort angegebene Tangentenwinkel x 
erreicht wird. Diese Kurve beginnt mit 7," = 0,937. (2, 43°" 9). 
(10) Der Endzustand, dem sich die Flugbahn asymptotisch nähert und der im £, 7-System 
&. = 0,32 ’ 
durch den Zustandspunkt W > “e- gekennzeichnet ist, wird erst nach unendlich vielen 
on ” — 
(11). ’ = en K | 
immer enger werdenden Windungen erreicht’). Für diesen Endzustand gilt tg y, = 1; m 
va . 
9, =138’35, v, =27,3mlsk. 
(12). 3) Vel. Fuchs-Schmidt: Stationärer Trudelflug, D. V.L. Jahrbuch 1929, 
%) Durch Punkt W gehen sämtliche Isoklinen hindureh, also auch die für „lt =4, n! x». Es wird also der 
Punkt W im Diagramm Abb. 3 gefunden im Sehnitt der Ellipse für n!=x, #—=W® und der unter 450 geneigten 
194. Geraden Sn für #0, Die Umgebung dieses Windungspunktes W entsprieht den immer kleiner werdenden 
nnover, Schwingungen der Flugbahn um die stationäre Endlage. 
I6* 
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Weiter ist dıe Integration 7 | 
| & 


falls graphisch vorzunehmen. 


Kurve. die aber 


‘ = . ku 
IH) — ®—3nyl—£°) mit r 


ıw 


w 














ds u & 

auf Grund dieser (1), £)- Kurve eben- 
a ) | >3 
kw ' : 





Schwieriekeiten bereiten dabei ledielich die Nullstellen der 
dureh Entwieklune in Potenzreihen in der Nähe der Nullstellen des Nenners 


3], ausgeschaltet werden können. 


Schließlich ist noch die Umreehnung aus 
den dimensionslosen Größen n,£ auf die ge- 
suchten ?,g vorzunehmen, und so erhält man 
durch tabellarische und graphische Behandlung 
zunächst die Geschwindigkeitskurve = = f,(M) 
(Abb. 3), dann auch die Veränderlichkeit des 
Bahnwinkels 9 = f,(f) (Abb. 4), endlich auch 
die Flugbahnkurve selbst y = f,(.r) (Abb. 5)?) 
aus ihren Ordinaten 

wo \rcosgpdt | 19). 
y\esıngdt J 


Augenscheinlich entsprechen die so ge- 


fundenen Kurven (Abb. 3 bis 5) den Voraus- 
setzunezen. 


Abb. 5 


vertikale 


5) y bedeutet hier und in die 


Bahnordinate! 
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In die Bahnkurve Abb. 5 ist auch eine Lanchestersche „Phygoide* für gleiche 
Anfangsbedingungen eingezeichnet, um den Unterschied gegenüber dem „widerstandslosen* 
Beispiel zu zeigen. Die Daten dieser „Phygoide*, die vom Scheitel der Bahnkurve aus ihren 
en der Anfang nimmt, sind mit den Bezeichnungen von Lanchester‘) 


e eben- 


ENNErSs n k,=1S0, H,„=438m,  H,(Scheitel) = 16m, », (Geschwindigkeit im Scheitel) = 1Sm/sk, 
Constante CU = 3,47, H,ttiefster Punkt)=S1 m, „Wellenhöhe* H,— H 
„Wellenlänge* I=2rzy2-H,„=»38S2m. 


‚=b5m, 





ng aus 


; Die bisherigen Rechnungen haben gezeigt, daß die periodische Phygoidenbewegung des 
le ge- 


widerstandslosen Falles bei den normalen Luftwiderstandsziffern (bis auf die erste Welle) 


ne fast ganz verschwindet, so daß sich sehr bald der geradlinige Gleitflug einstellt mit nur 
ıdlung schwach ausgeprägten Abweichungen. Allerdings war bisher nur der Idealfall des un- 


hi) endlich stabilen Flugzeugs betrachtet worden, bei dem der Anstellwinkel « ungeändert 


u. = bleibt, sofern das Höhenruder seine Stellung nieht ändert (J = x, 4-0). 
auch | 
)b.5)°) Man kann aber auch nach derjenigen zeitlich veränderlichen Einstellung des 


Höhenruders fragen, die den Anstellwinkel während der ganzen Flugdauer konstant hält, 
und dies ist eine nicht unwichtige Fragestellung für gewisse Betriebszustände, besonders 
(19). auch für Flugversuche. Zur Beantwortung dieser Frage muß man die dritte (Momenten-) 
Gleichung heranziehen, bezüglich derer daran erinnert sei, daß in ıhr 99 —a den Achsen- 
winkel bedeutet, den die Flugzeuglängsachse mit der Horizontalen einschließt, und daß das 
Be bei der beschleunigten Drehbewegung entstehende Moment M=.JÖ -- .I(j)  ä) demjenigen 
rleich ist, das die Luftkräfte in jedem Augenblick hervorbringen. Diese Luftkraftmomente 
ergeben sich aus dem Zusammenwirken des Flügel- und Leitwerksmomentes (bei gegebener 
Einstellung des Höhenruders) unter Hinzunahme der Dämpfungsmomente. Für einen gegebenen 
Anstellwinkel « sind diese Momente in jeder Stellung aus den bekannten Kurven für das 
Flugzeug zu ermitteln. Aber in diesen Momenten ist auch ” und & (herrührend von der 
Leitwerksdämpfung), ebenso wie auch y (und %) enthalten. So ergibt sich denn schließlich 
als dritte Gleichung die Differentialgleichung einer gedämpften Schwingung für « mit 
ebenfalls linear gedämpftem Störungsglied: 


es )% % Mr PHNFE, 
d—=(d —d)= Lr AT Kpeynla a)+H|pl-v”" —- Kovv |; 





OrAalls- 


rtikale 


. 
| 
| 


oder geordnet 


"LKovate SL Kec ERTITIE " 
“+ khva+rrvnla—a)=y+thvg ? ER SV et AA 
Pe 
| Soll nun a = konstant bleiben, so reduziert sich diese allgemeine Gleichung mit a ©. 
4=0 auf eine Beziehung für das Rudermoment WW; = Jr” H]|p] aus 
ug Hiöir=u H-Kvoo-v’ala—a,) : -: 2» 2 2 nn 2 2 0 5 000. 2), 
3» 


wobei sich die rechte Seite aus der (y, #-Kurve in zeitlicher Abhängigkeit ermitteln läßt. 
— Man braucht dazu lediglich die dureh Abb. 4 gegebene zeitliche Abhängigkeit des Winkels y 
dureh eine einfache (angenäherte) Gleichung einer gedämpften Schwingung, die einer mittleren 
Exponentialkurve überlagert ist, aufzustellen und zweimal zu differenzieren. Man erhält so 
eine Kurve für das gesuchte Höhenrudermoment in zeitlicher Folge und kann daraus die 
| veränderliche Ruderstellung 5 ebenfalls als Zeitfunktion ermitteln, weil ja die („Kurve für 
2 das Flugzeug und Ruder in Abhängigkeit von 5 und a bekannt ist. 


Nicht beantwortet wird aber dadurch die Frage nach dem natürlichen Verlauf einer 
Phygoidenschwingung mit gleichbleibender Ruderstellung und veränderlichem Anstell- 
winkel, wie das ja angenähert der gewöhnliche Fall des normal stabilen Flugzeuges ist. 
Hier wird das Ergebnis vermutlich etwas anders ausfallen, denn jetzt ändert sich mit a auch 
jeder Luftkraftbeiwert. 


Indessen wird hier wegen der sehr verwickelten Abhängigkeiten ein schrittweises 
Reehnungsverfahren (ausgehend von einem Anfangszustand mit Störung) voraussichtlich am 
schnellsten zum Ziele führen. 14 


6) ,,anehester: Aerodynamik II, S. 31 n. 36. 

”) Hier ist dureh » (@ — @,) die aus dem Momentendiagramm für das ganze Flugzeug folgende (angenähert) 
lineare Änderung von NL, mit @ gegeben; H|?] bezeichnet dagegen die gesuchte zeitliche Abhängigkeit des 
Ruderausschlagwinkels 3, während dureh Kr die der Geschwindigkeit @® und der Winkelgeschwindigkeit 9 pro 
portionale Abhängigkeit der Dämpfung bezeichnet wird. 
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Fin einfacher Integraph. 


Von L. Vietoris ın Innsbruck. 


daß das Ganze auf A, Zund F steht, wobei Fin einem Grübehen auf einem linealartigen, auf 
dem Papier liegenden Gleitbrettehen (@ ruht (Abb. 1). S schwebt bei dieser Aufstellung knapp 


Ib einem Rahmen ist ein Rad PR, ein Zeichenstift Z, ein Fuß Fund ein Strichkreuz S so eingebaut, 

















Abb. 1. 


über der waagreecht gedachten Zeichenfläche. Das Rad ist so eingebaut, daß der Grundriß 
seiner Achse dureh die Spitze des Zeichenstiftes geht und diese Achse zur lotrechten Ebene 
durch Z und S normal ist. Das Ganze wird noch durch ein mit dem Schwerpunkt über P 
liegendes Gewicht beschwert. Faßt man nun @G an, so kann man daran das übrige Gerät so 
schleppen, daß S eine vorgegebene Kurve M beschreibt. R zwingt dann den Zeichenstift Z, 
sich immer in der Richtung geren S zu bewegen. Dadurch zeichnet Z eine Kurve KA, auf 


c 


deren Tangenten die Streeke zwischen dem Berührungspunkt Z und dem auf M liegenden 
Punkt S eine feste Länge 1 ZS hat. K heißt die von M im Abstand I Nachgeschleppte 
(Traktrix oder Sehleppkurve von M ım Sehleppabstand D). 

Wir wollen dieses Gerät die Schleppe nennen'). Es integriert zunächst die Differential- 
eleichungen der Schleppkurven. Wie man damit beliebige Gleichungen y’ = f(x, y) und dann 


auch beliebige gewöhnliche Differentialgleichungen höherer Ordnung sehr bequem und für 
ein zeichnerisches Verfahren auch sehr genau lösen kann, soll hier gezeigt werden. 


Das Mittel hierzu ist eine Iteration, ähnlich einer sehr bekannten, gewöhnlich nach 
. Pieard benannten Iteration, die wir Integraliteration?) nennen wollen. Sie besteht 
bei Differentialeleichungen erster Ordnung in folgendem: 
Soll die Lösung der Gleichung „y’ f(x, y) durch den Punkt (X, Y) gefunden werden, 
dann wählt man eine „Näherungslösung* 7, (), für welche 9, (A) = Y gilt. Nun bildet man 
r 


Yy,(#) td 22 2 ei re 


y,(@e) ist in einer gewissen Umgebung von X, die oft schon das ganze Integrationsintervall 
umfaßt, eine bessere Näherungslösung als »,(*) und kann auf dieselbe Art wie ,(.@) ver- 
bessert werden. So fährt man fort, bis man mit der erreichten Genauigkeit zufrieden ist. 
Ins Unendliche fortgesetzt, gibt das Verfahren eine Folge von Näherungsfunktionen 9,(#), 
y,(a), 9 (ar),.., die sehr rasch gegen die gesuchte Lösung konvergiert, so daß bei richtiger 
Wahl von »,(*) gewöhnlich schon 7, (#) oder 9,(.) die erforderte Genauigkeit hat. 


wo = 





(Y) ) 
Abb. 2. Abb. >». 


', Jeder geschiekte Bastler kann sie mit einer unseren Linealen und Zirkeln ebenbürtigen Genauigkeit herstellen. 
In feinmeehanischer Ausführung (siehe das Liehtbild) wird sie von H. Rathgeber, Mechaniker, Innsbruck, Schöpf- 
straße 41, geliefert. 

°) Näheres über die Integraliteration, insbesondere ihre Konvergenz, siehe bei L. Bieberbach, Theorie der 
Differentialgeleichungen, 1923 und 1930: Rungzre-König, Numerisches Reehnen, 1924; G. Hoheisel, Gewöhnliche 
Dilferentialgleichungen, 1926; E. Kamke, Differentialgleichungen reeller Funktionen, 1930. 
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y,(.) ist jene Funktion von #, für welche (A) == Y und , (“) = fl, 1 («)) gilt. Das 


bedeutet geometrisch folgendes (Abb. 2): 


In jedem Punkt (@r, 9, (#)) der Kurve y=9,(#), sie heiße KA,, ist die Feldriehtung 
' Linienelemente (.#, y, (a), fir, 9, (@)). Jedes dieser Linien- 
elemente wird nun in der Richtung der Achse so weit parallel verschoben, daß die ver- 
schobenen Linienelemente eine Kurve A, dureh (X, Y) bilden. Der analytische Ausdruck für 
diese geometrische Sprechweise ist gerade (1). 

Ich habe nun in meiner Abhandlung „Über die Integration gewöhnlicher Differential- 
oleiehunzen dureh Iteration*?) gezeigt, daß es unwesentlich für die Konvergenz des Verfahrens 
und seine Limeskurve ist, daß die Linienelemente gerade in dieser besonderen Weise ver- 
schoben werden. Vielmehr kommt man auch dann noch in weitem Umfang zu Iterationen, 
welche gegen die Lösungskurve konvergieren, wenn man die Linienelemente auf anderen 
Kurven, als den Parallelen zur „Achse wir nennen sie die Verschiebungsbahnen ver- 
schiebt, bis sie eine dureh (X, Y) gehende Kurve bilden. Dabei brauchen die Linienelemente 
auch nieht parallel zu sich selbst zu bleiben, sondern dürfen während der Verschiebung ihre 
Richtung stetig differenzierbar ändern. 

Unter diese Iterationen fällt die folgende. ,(#) sei eine Näherungslösung A,. Wir 
denken uns (Abb. 3) durch jeden Punkt P von KA, in der positiven Feldriehtung*) eine Strecke 
von der festen Länge l abgetragen. Der Ort der Endpunkte 9 dieser Strecken ist eine Kurve M,,. 
Als Verschiebungsbahnen des Linienelementes (#, 9, f(#, 9, (#))) nehmen wir jetzt den Kreis 
vom Halbmesser ! um 9, während jedes Linienelement bei seiner Verschiebung immer gegen () 
eerichtet bleiben soll. K, ist hier also die durch (X, Y) gehende im Abstand Z! von M, Nach- 
veschleppte. Nun kann man KA, auf dieselbe Weise zu einer Näherung A, verbessern usw. 

Diese Iteration möge die Schleppeniteration heißen. Ihre Konvergenz ist ähnlich 
der der Integraliteration, aber umfangreicher, weil bei ihr der bei der Integraliteration 
Divergenz verursachende Fall, daß Feldriehtune und Verschiebungsriehtung zusammenfallen, 
weefällt. 


a 





Abh. 4. 


In Abb. 4 wurde ungefähr dieselbe Aufgabe mit der Schleppe gelöst, an der Runge 
in seinem Buch „Graphische Methoden“ (1915) in Abb. 85 die zeiehnerische Ausführung der 
Integraliteration gezeigt hat. Das Riehtungsfeld ist hier graphisch gegeben, indem jene 
Kurven a, b, ec, d, e gegeben sind, in deren Punkten es die Richtung der nebengesetzten Strahlen 
a bzw. b,e,d,e hat. Zunächst zeichnen wir das „Polygon von Mitte zu Mitte* P,P, P,... 
und machen die Streeken P,0,P, @,...., die in P,P,,P;,... die Feldriehtung haben, 
gleich dem Schleppabstand I. Unsere Ausgangsnäherung X, ist eine Kurve, die das Polygon 
P,P,P,.... in den Punkten P; berührt. Wir brauchen sie nicht zu zeichnen, sondern wir 
verbinden die Punkte 9; dem Augenmaß nach durch eine Kurve M,. Dann setzen wir die 
Schleppe mit dem Striehkreuz S in Q,, mit dem Zeichenstift Z in P, ein und schleppen sie 

3) Monatsh. f. Math. Phys. 39 (1932), S. 15 bis 50, und 41 (1934), 8. 384 bis 391. Auf diese Arbeit sei auch hin 


sichtlieh der Konvergenzfragen, sowie der genauen Voraussetzungen der hier ausgesprochenen Sätze verwiesen. 
Hier soll es nur auf die Anwendung ankommen. 


4) Dazu denken wir uns das Riehtungsfeld in Parameterdarstellung gegeben: 


dx i dy Dix f f h 
9), y(xX,y), a? + b?2 } 
er ar J) dt /’) 


Die Riehtung (a,b) heiße die positive Feldriechtung. 
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so. daß S die Kurve M, beschreibt. Dabei zeichnet Z die nächste, und wie man aus dem 
eerineen Unterschied zwischen A, und A, erkennt, im Hinbliek auf die geringe (Genauigkeit, 
mit der das Riehtunesfeld gegeben ist, auch endgültige Näherung. 

Ganz ebenso zeichnet man auch Integrale \ fü) d.=, d.h. Lösungen der Gleichung y’ = f(x). 
Dabei hat man noch die Möglichkeit, statt eines Polygons von Mitte zu Mitte ein Näherungs- 
polygon zu nehmen, das man durch Integration einer Stufenkurve mit (schätzungsweise) 
mittleren Abszissen erhält). 

Damit ist die Schleppe wohl der kleinste und grundsätzlich einfachste Integraph. Denn 
wenieer Bestandteile, als ein Striehkreuz (statt des sonst üblichen Fahrstiftes), einen Zeichen- 
stift und ein Integrierrad, das alles durch einen festen Körper verbunden, kann ein Integraph 
nieht haben. Damit ist die Schleppe auch der genaueste und verläßlichste Integraph. Denn 
alle Fehler und Störungen, die sonst von der Kompliziertheit der Integraphen kommen, fallen 
praktisch gänzlieh weg. Die Unsymmetrie spielt bei richtiger Beschwerung von Rad und 
Zeichenstift keine Rolle. 

Die Schleppe integriert die Gleichungen y° = f@r) freilich nur näherungsweise im Gegen- 


satz etwa zum Integraphen von Abdank-Abakanowitz, der diese Gleichungen ab- 
eesehen von den Ungenauigkeiten in seinem Bau, in seiner Handhabung und den Ungenauig- 
keiten des Zeiehnens überhaupt exakt integriert. Aber gerade diese Ungenauiekeiten sind 


viel größer als bei der Schleppe, bei der man nur mit dem theoretischen Fehler der Näherungs- 
lösuneen zu reehnen hat. Über diesen gibt der Unterschied zweier aufeinanderfolgender 
Näheruneslösungen hinreichenden Aufschluß. Bei riehtiger Wahl der Schrittlänge bei der 
Konstruktion von A, hat schon A, auf eine ziemliche Integrationsstrecke die graphisch er- 
reichbare Genauigkeit, so daß in der Regel die Aufstellung eines Integraphen nach Abdank- 
Abakanowitz schon mehr Arbeit ist als die ganze Integration mit der Schleppe. Zudem hat 
sie keine mechanischen Grenzen, die durch die Länge von Schienen und Stangen gegeben sind. 
Diese Vorteile fallen bei Gleichungen y’ = f(x, »y), die ja auch mit einem anderen 
Interraphen im allgemeinen nur dureh Iterationen gelöst werden können, noch mehr ins Gewicht. 
Bei der Konstruktion eines Näherungspolygons A, begeht man immer Ungenauigkeiten 
im Anschließen der Polvgonseiten aneinander, weshalb man sich mit Reeht hütet, die Schritt- 
länge zu klein zu nehmen. Bei der Verbesserung von AK, mit der Schleppe werden diese 
Anschlußfehler ausgemerzt. Daher gibt die Schleppe die Möglichkeit, durch Verkleinern der 
Schrittlänge von A, die Genauigkeit noch weiter zu steigern. Die Schrittlänge muß so gewählt 
werden, daß A, eine gewisse Güte als Näherungslösung hat und daß M, durch die Punkte 9; 
hinreichend sicher gegeben ist. 
Auch wenn X, in den Punkten P, schon die graphisch erreichbare Genauigkeit hat, ist 
N, besser, indem es auch zwischen diesen Punkten ähnlich genau ist. 
Damit die Schleppe gut arbeitet, muß sie natürlich riehtig Justiert sein. Man gibt dem 
Zeiechenstift zweekmäßie eine in der Riehtung zeren S laufende Beilschneide. ZS muß 
parallel mit der Laufriehtung von A sein. Das stellt man fest, indem man nachsieht, ob 
die Schleppe eine mit einem guten Lineal gezeichnete Gerade als ihre eigene Schleppkurve 
eenau zeiehnet. Indem man mit einer kleinen Feile (einem auf ein Brettehen geklebten Stück 
Glaspapier) die Beilschneide richtig feilt, belebt man rasch den sich so zeigenden Fehler. 
Sehr wiehtie ist es auch, den Abstand ZS ziemlich genau zu kennen. Er wird ermittelt, 
indem man mit dem Zirkel einen Kreis K von einem Halbmesser a zeichnet und nachsieht, 
längs welches Kreises )/ man S dahinführen muß, damit Z gerade K zeichnet. Ist b der 
Halbmesser von M, dann ist J 5° a? der gesuchte Abstand®). Eine richtig Justierte Schleppe 
muß gerade Linien und nieht zu kleine Viertelkreise so genau zeichnen, daß sie von den mit 
Lineal und Zirkel gezeichneten nicht unterscheidbar sind. 
Auch zur Integration der Systeme von gewöhnlichen Differentialgleichungen und damit 
aueh der Differentialeleichungen höherer Ordnung eignet sich die Schleppe. 
Die aufzulösenden Gleichungen seien etwa 
= fla,y,%) 
= (a, y,2),; mit der Anfangsbedingung «(0)= X, YO) Y, zZ. 
2 h(x,9, 2) | 
Wir zeiehnen in einer Grundrißebene, der (*, y)-Ebene, und in einer Aufrißebene, der 
(., 2)-Ebene. .r, (nid, 2, (M sei die Ausgangsnäherung X, mit x, ) X, 4,0) =Y, 2,0) Z. 


-( 0 


5) Kin Beispiel einer solehen Integration ist in Monatsh. f. Math. Phys. 41, S. 387/S durchgeführt. 
6) Niiheres hierüber, besonders über den Einfluß der Ungenauigkeit in der Bestimmung des Schleppabstandes, 
siehe Monatsh. f. Math. Phys. 41, S. 380. 
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Nun tragen wir von hinreichend vielen Punkten (, (H, ll ®) ne ve 
Fi Richtung f(x; (b), tt): ih), Un (hi), ee ! - > ) e = 
so erhaltenen Endpunkte durch eine Kurve Mo... Vom ihr zei = = — Per nd K”' 
\bstand 7 Nachgeschleppte K’,. Ahnlich erhalten wir im Au il; Surven \ Me ed 
Eon Pr gg 2 als Grund- und Aufriß einer Kurve A, auf. Sie ist die nis hste 
N’, und AK, fassen wıı nun a I na Auen eh Aa iee: Mein ee 
Näherung. Als Ausgangsnäherung dient in der Regel ein in bek: 
‚äherunespolveon. i ‚ = Klee 
Se die Gleichung "fr, 9, Y) un der Form y “ h ap A =. 
rallt sie bekanntlich unter den eben besprochenen Fall. Die sich so nn Beer eher un 
zwei Rissen ist dann zweckmäßig, wenn man ml y1X) auch y (#) als Kurve gezeich 
halten will. Sonst zeichnet man einfacher im OHNE hit: . a * Las Kelvin 

Hierzu hat für Gleichungen z = gl, 9, Y), ag IR ARNO 9 wie an 2 die 
ein ziemlich bekanntes Verfahren angegeben. us ist aber nur dann rue Ay 
Krümmungsmitten der Lösungskurven noch aul dem Zeichenblatt iegen. ie folg 
Integration mit der Schleppe ist von diesem Nachteil frei. n, zchi 

_K sei eine von der Kurve M im Abstand I Nachgeschleppte (4 a. a a N 

bekanntlich die Normale in jedem Punkt Q von M durch den a id mager 
im zueehörigen Punkt P. Die M im Punkt 0 berührende Gerade schneide PZ in @. Dann i: 


0 


PG= 








Ist 7-1, dann ist geradezu PG= x. 


(7 





00 











) ADD. 7, 
Abb. 5. Abb. 6. 


” ’ 
’ ’ . WW ine Näherungslösung der Gleichung x == gr, y, y') 
Nun sei (Abb. 6) das Kurvenpaar A,, M, ein« Nähe rungslösung di r Gl nz Rp; für 
in dem Sinne, daß AK, näherungsweise eine von M, im Abstand I Nachgeschleppte ıs 





jedes x näherungsweise PG — 4 (z#, 9, y') gilt. Dann verbessern wir A, und JM, = n 
m Re We S' je ER . Peru “ die Normalen auf A 

Weise. Wir errichten in hinreichend vielen Punkten P,, P,.... von K, die Norma en s ie 
Sri : 2 { 7 ' . ‚ Yı anf ie zueehörieen Punkte 

und tragen auf ihnen die Strecken P;G; li, ya), yo (ae) auf. Die zugehör . 


Y 5 ® 4 y ‘ oO » » treeken; I WM u 
von M, mögen 0; heißen. Nun zeichnen wir einen von (0, ausgehenden a ers > 
2 0 Ä - R m . . . Icenr > E » ® erde 
(dessen ungefähre Seitenmitten auf den Kreisen vom Halbmesser I um di Eu h e : en 
> : $ i s Ei; : nn ‘ N N » eSe 
und dessen Seiten durch die Punkte @G; gehen. Dann zeichnen wir M, als ein i or In | 
S\ i % . N En Re ER. N7A1C » (I von 
Seitenmitten berührende möglichst glatte Kurve (in Abb. 6 nieht mehr eing: er o ı um | 
/, dureh P, mit Hilfe der Schleppe die im Abstand 1 Nachgeschleppte A,. Die so bi dr B 
Sn 0 R : . .. .atı \ 7 LANESN: rung 
Iteration ordnet sich leicht in die eingangs erwähnten Iterationen ein. Als Ausg 2“ u 
{ N u O R u H Ban: 2 - ‚y* r ir ir 
verwendet man zweckmäßig Näherungspolygone, die man Schritt für Schritt unter Befolgung 
r .. waWs 4 } a 
der Vorschrift PG / I, 1 ) gseW ınnt. ü s . Ren kt P ( \.y) 
Es sei also (Abb. 7) eine Gleichung z=y(x,9,9y) mit dem Anfangspunk | E 
En u Bi han o etwa se 7 is; Ir 
und der \nfangstangente zi (), der Richtung y’ zu löse N, WO etwa S( hon Br Fo Ä e 
" . 2 \ nz ge IE 'erwenden wır € 
finden zunächst @, als Endpunkt der Strecke P,@,= gy(X,Y,) ae verwend | r 
4 .. A oa r ' ‘ y ‘ ira pPn 1} 15 +)” (v O0 M. on () () Zee INEen Wi 
kurzes Stück J Q, von (7, en als allı & rate Ma un ] . td “ Schle )pPe oder 
nämlich sofort durch P, die im Abstand 1 Nachgeschleppte, entwedeı Kar or | Pr u 
; ; 5 . . e ISSEer ( Inne reisbogen beschreibe 
hinreichend genau, indem wir mit dem Halbmesser I um (, RER \ wereer 
und die Gerade P,, @, so zeichnen, daß für ihre Schnittpunkte P,, un .— T ei t 
R en . , : ’ äher OSWEeISe EINE angente 
(diesem Bogen ungefähr ?,, P,=P,P,, gilt. Dann ist P, Ui näh« z._. ner Die 
der Lösung K,P, näherungsweise ihr Berührungspunkt. In P, ermitteln x 2 in 
? Z / y N oe: An > 
tung den Wert g(#,, y(,), y' (#,)) und gewinnen den Punkt @,. Ist @,, Bn unzetai kt 0.8 
co T%ın ‘ : e h 1 - i ıp 
i - . . Fo \ : 'sser 1. Nun Iinden wir @, 
linden wir näherungsweise auf dem Kreis um P, mit dem Halbmesser | 





) \ 7 "r . Willers: 
°) Näheres etwa bei R. Mehmke: Leitfaden zum graphischen Rechnen, 1917 und 1924, nnd Fr. A. Willers 
Methoden der praktischen Analysis, 1928. 
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durch quadratisches Extrapolieren von M als Schnittpunkt der zu @, ©,* Parallelen mit dem 
Kreis um @,° durch 0,. @, verbessern wir wieder wie 0, zu einem Punkt 0,* usw. Jetzt 
zeichnen wir (in Abb. 7 nieht mehr enthalten) eine das Polygon 0,0, 0,... in den Punkten 0; 
berührende mögliehst glatte Kurve M, und von ihr mit der Schleppe die im Abstand 1 Nach- 
zeschleppte A, durch P,. Sie hat bei richtiger Wahl der Schrittlänge schon auf eine ziem- 
liche Integrationsstreceke die graphisch erreichbare Genauigkeit. Sonst kann sie mit der obigen 
lteration sofort verbessert werden. 

Auf diese Weise wurde in Abb. S die Lösung der Gleichung # = x, also eine elastische 
Lime, durch den Ursprung P, mit der Anfangsriehtung P, ©, gezeichnet. Dabei wurden die 
dureh Extrapolation gewonnenen ersten Näherungen P;, 0; und deren Verbinduneseeraden 





Abb. N. Abb. J. 


nicht einzezeiehnet, sondern nur die sieh von ihnen fast nieht unterscheidenden verbesserten 
Punkte 2° 097°. Weil die Lösung in P, ersichtlich einen gewöhnlichen Wendepunkt hat, 


z 


wurde 2,1 2 P,, 2’, gewählt. Schließlich wurde A, noch mit der Schleppe verbessert. Das 


IE) oe] o4 1 


Ürzebnis stimmt mit A, in den Punkten 7’;* fast überein und wurde in einem neuen Koordinaten - 





system (X, Y)als A, eingezeichnet. Es hat auf dem gezeichneten Stück die graphisch er- 
reichbare Genauigkeit. 

Ganz ähnlich kann man auch Gleichungen y’=f(r, y,y') in einem Riß lösen. K sei 
eine Kurve. Wir denken uns dureh jeden Punkt P von K (Abb. 9) die Tangente an K gelegt. 
Ihır Punkt „+1, wo 2 fest gewählt ist, heiße R. N sei der Ort aller dieser Punkte R. Ist 
F der Sehnitt der Ordinate .« mit der Tangente von N in R, dann eilt, wie man leicht nach- 
rechnet, PF Fy (el, für 2=1 also geradezu PF y'(#) K und N stehen daher in 
einer ähnlichen Beziehung zueinander, wie oben K und M. Wie dort läßt sich hier eine 
Iteration une die Konstruktion eines Näherungspolvgons ableiten. Bloß die Verbesserung der 
Näherungen von AK mit der Schleppe ist nicht so einfach, sondern erfordert, vor der Ansetzung 
der Schleppe noch die mit N unmittelbar gegebene Kurve M zu zeichnen. 

Der Hauptwert der zeiehnerischen Integration von Differentialgleichungen wird mit Recht 
darin gesehen, daß sie schnell einen Überbliek über den Verlauf der Lösung liefert, und zwar 
mit einer für viele Zweeke ausreichenden Genauigkeit. An Genauigkeit kann das Zeichnen 
[reilich mit dem Rechnen in der Regel nieht in Wettbewerb treten. Aber die numerische 
Integration teilt mit der Konstruktion eines Näherungspolygons den Nachteil, daß beide die 
lösung nur an einzelnen Stellen “#3... liefern. Braucht man die Lösung für einen 
/;wischenwert, dann muß man Interpolieren, numerisch oder, indem man die Lösungskurve 
dureh die konstruierten Punkte nach dem Gefühl zeichnet, graphisch. Das numerische Ver- 
[ahren ist sehr genau, aber mühsam, das Verbinden nach dem Gefühl roh und ungenau. Die 
Schleppe liefert demgegenüber die Lösungen als sauber gezeichnete Kurven, die in ıhrem 
zanzen Verlauf die zeichneriseh erreichbare Genauigkeit haben, so daß eine Interpolation über- 
Hüssig wird. Damit erscheint die Brauchbarkeit der zeichnenden Integration gehoben und 
ıır Anwendungsgebiet vergrößert. 495 
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KLEINE MITTEILUNGEN 


Die Schwingungen des biegungsteifen 
Seils mit gleich hohen Festpunkten. Im 
foleenden sollen Eigenfrequenzen, Schwingungs- 
und Gleiehzewichtsformen eines Seiles gegeben 
werden. das an zwei gleich hohen Punkten gehalten 
wird und dessen Biegungsteifickeit bzw. dessen 
Dehnsteife (Elastizitätsmodul) nieht vernachlässigt 
werden kann. wobei kleine Auslenkungen voraus- 
resetzt seien. Das ideale Seil erscheint dann als 
Grenzfall versehwindender Biegungsteifigkeit, der 
reine“ Stab als Grenzfall verschwindender Zug- 
spannung, 


1. Die allgemeine Bewegungsgleichung. Es be- 
deutet: 

S: Spannung. 

!: Länge des Seils. 

F: Querschnitt des Seils. 

!: Äquatoriales Trägheitsmoment. 

y: Spezifisches Gewicht. 

E: Dehnsteife. 

q: Fallbeschleunigung. 

y: Auslenkung des Seils an der Stelle zur Zeit £. 


Neue Veränderliehe zur Rückführung 


auf ein Seil von der Länge „eins”. 
o»: Kreisfrequenz. 


Ferner ist noch gesetzt: 


El Ss v.l? 
) — . ® ’ 
u 7 Le ER 
",Ja 
Y (W* Y W*® Y F ! 
7 E-1 


Führt man dann bei der üblichen Ableitung der Be- 
werungseleichungen für die Biegungschwingungen 
= BR 
die Komponente F+S- 

Pi) en 
oder Seilachse wirkenden Kraft FS ein, so erhält 
man die bereits bei Rayleigh') und Clebsch?) 
erörterte Differentialzleichung 


der senkreeht zur Stab- 


7 0? Y Or y 0? 4 


. + D*» U ==0 5 & (1). 
qg dt? 22! 092 { 

Dabei sind Drehträrheit der Massenteilchen und 
Dämpfung vernachlässigt. Da Schwingungen um 
die Gleiehgewichtslare , (2) stattfinden, liefert der 
Ansatz 

Ö,, sin ©, &) 


Y(2,t)=yo(2) 


n \?7) (Ay. COS Out 


y39 
AR Pe 


u 
n ® 


die eewöhnlichen Differentialgleichungen für Gleich- 
rewiehts- und Schwinzungsform (Kigenfunktion) 


YıY—BRy", qg und uY— Bu" — Zum, 


und daraus die allgemeine Lösungsform 


od | ”. [2 zZ? | 
%= 4, Koi dz—+ 4, &ind: solo 
- 4,2 N A, | 
u(z2)=B,&ojsz2+B,cosr z2+B,Sins: 3 
S 3). 
B,sinr 2 
wobei 
S 1 " 
(yart+pr TB) | 
! _ (3a). 
so daß ®?=r?-4-B? und A=[r? (r? +P?), 


I, Theorie des Schalles. 
>), Theorie der Elastizität fester Körper. 
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also die Kigenfrequenz 
r 4‘ 
a) (r? B >). . : . r | 1). 
! | y 


verschiedenen 
muß in den 


2. Lösung bei 
Für alle Fälle 
schwinden. 


Randbedingungen. 
estpunkten 4 ver 


a) Momentenfreie Kinspannunge: Es muß 
die zweite Ableitunz von z und 4, in den Fest- 
punkten verschwinden, so dab, wenn man aus 
Symmetriegründen den Koordinatenanfangspunkt in 
die Mitte des straff gespannten Seils legt. die Gleich 
eewichtform dureh 


? /Koj P: | I? /1 . 
m l | rs | 2: | 
4 Coj a Ye 


Ho 


und die Eirenfunktion, je nachdem eine gerade oder 
uneerade Anzahl von Knoten vorliert (unter Ein 


schluß der Festpunkte), durch 
Un-ı 4-cosr 2 J-cos (2 n Dnz. .(OR) 
bzw... „=C-sinr2=(C-»sin2nnz . . . .(6b) 
Ye 1 


bestimmt ist, wobei JA und € Normierungeskonstanten 
sind und wobei die Randbedineungen 7 lt 
Bun... , ergeben, so daß (4) die Kigenfrequenz 
liefert. 

Beim reinen Seil (5 ==0) wachsen die Frequenzen 
wie die ganzen Zahlen. während sie beim Stab 
(S ==0) wie die Quadrate der ganzen Zahlen wachsen. 
so daß die Frequenzen beim biezrungsteifen Seil 
keine harmonische Reihe bilden. was sieh um so 
stärker bemerkbar macht. je größer n. Die Lage 
der Knoten wird jedoch durch B und S nieht 
beeinflußt. 


Ebenso liefert die Gleichzewiehtslare in den 
(Grenzfällen B = 0 bzw. S = 0 die Parabel des flach 
gespannten idealen Seils bzw. die Biegelinie des 
Stabes (wie in gleicher Weise auch für die Fälle 
b) und e) gilt‘. 


b) Beiderseits feste Einspannung. Mit 
horizontaler Tangente in den Festpunkten folgt 
bei gleicher Lage des Koordinatenanfangspunktes 
für die Gleichrewichtslaee 


Gvjidz—Koj , mE 
Yo S . } > (7) 


2 B-Sın 


und für die Schwineunesform 


U BE 
Hl A4-|s Sin cosr2 ’sın bu] s 2) . (sa 
bzw. 
’ Ti ! au | 
[2 ( -(s Eoj 3 BiINnNTZ-rFTCOB zus2) - (Sh). 


je nachdem eine gerade oder ungerade Anzahl von 
Knoten vorliert, und zur Bestimmung der r- (und 
damit der @-)Werte hat man bzw. die transzendenten 
Gleichungen 
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Ihre Lösung ergibt. daß zerenüber 3 = 0, d.h.s—=0 
wo 7==s und wo die Gl. (9) nur eine aufgespaltene 
"orm der bekannten Gleichung eos r-koj r = 1 sind) 


ein Absinken der r-Werte eintritt, während für 
3 .dh. E () «das reine Seil erhalten wird 
und für E=J-0 die r„-Werte sich den Zahlen 
In | y 

„ a nähern. 


Das Ergebnis ist für verschiedene Werte 3 (bis 


} 1000) in Abb. Lund Abb. 2 von n 1 bis n = WW 
und für n 20 «ddarzestellt: Setzt man 
N ,, N+ A Ey N Ki 5 5 


so ist der Verlauf von &, auf Exponentialpapier 
um einen weiten Spielraum der 3 zu haben) auf- 
eetraren. Nur «das erste Stück vone, (für die Grund- 


schwingung) ist, da &, für 5=0 größer als „ ist, 











i ‚41 
ersetzt, so wird hier 7, = n-t - € 


„een, wenn & die 


aus Abb. I zu entnehmenden Werte sind. so daß z.B. 
WER F ; 1 

für die erste Oberschwingung (n= 2) r,—2n- ZY 
Die Schwingungsform hier entsprieht zudem der des 
halben Seils bei fester Einspannunge für die 
Schwingungen mit ungerader Anzahl von Knoten. 


3. Kleine Änderungen. Hat man es mit einer 
kleinen Spannung S zu tun, so ist bei momenten- 
[freier Einspannung nach (4) und den Werten r für 
den reinen Stab (S==0) leieht ihr Einfluß festzu- 
stellen, ebenso wenn man vom Seil ausgehend 
die Biegungsteifigkeit B als klein ansieht. Um aber 
auch für den Fall der beiderseits festen Einspannung 
eine Annäherungsformel zu erhalten. können wir 
in erster Annäherung?) gemäß der Ta ylorschen 


























. do 
ns ” Reihe setzen: oo = wp+ -S (vom Stab ausgehend) 
eesondert in Abb. 2 angezeben. Die Kurven ver- BT AS \ o ’ 
anschaulichen zudem den Übergang vom Stab (9=0) ..o Ar do. 
zum Seil (3 = x) wenn © die Frequenz für S=0 ist und 7° für 
: d. 
ze | Bi | Ball 
2 4 44+ rm 
HH 
m 
N 
m 
mBAnS 
| 
Fr HH 164 
iii 15- 
++ 1m P 
| il 
HH ".: 
II} 
H 734 
al 124 
335 u L T T T . T >- 
1000 ze 7 zZ | - 5 
P ß 
Abb. 1. Abb.:.2, 
ec) Einerseits feste Einspannung, do 


andrerseits momentenfreie Lagerung. 
leren wir hier «den Koordinatenanfangspunkt in 


das linke fest eingespannte Ende des Seils, so 
folet für die Gleiehzewiehtsform: 
4 #: > #- Di . en ‘ ’ g* 
Yo A, (Evidz - N + A,(Sindz—Pz) = (30), 
Wo 
a Pe 2 27 
— 1|9ınpll ® 
=, Sind.) 
a FR 2 | 2] 
ei , bo 3 . | 5 | 
Ba LATE Br 
NV 60) 9 zind. 
und für die Schwinzunesform 
„= (-(sinr-Sinsz — Sins-sinr2) (1D. 
wobei r aus der transzendenten Gleichung 
E ; 
tgr 208 (12) 
Ss 


bestimmt werden kann. Da (12) mit (9b) überein 


stimmt. wenn man in (12) r und s dureh bzw. 





S0 zu nehmen ist: bzw. & B (vom 


5 . 
dB 
reinen Seil ausgehend), wenn os die Frequenz für 


do ,. 
B==0 ist und ‚für B=-0 zu nehmen ist. Die 
dB 
Differentialquotienten folgen aus (4) mit den 
\bleit dr ' dr Bu , 
Ableitungen ,. bzw. aus (9a,b), wenn wir 
ds !B 


diese Gleichung / (r,S) VO bzw.f(r, B) = 0 schreiben. 


Dann erribt sich: 


Ss 1 
1. o 


RB 1 -Es), Wo Es ) (13) 


3 "RB 


den Eintluß der Spannung anzeigt, und wo rg die 
für S==0 aus (9) folgenden bekannten Werte sind. 
für die in der Annäherung 


zn—1. 


"RB za TT (N mE RE 


gesetzt werden kann. 


3), Vgl. W. Meyer zur Capellen: Methode 
renäherten Lösung von Eigenwertproblemen usw. 
Phys. (5), 8, 297 IT. (1951). 
einer „ . Integrale]. ... . 


zur an- 
Ann.d. 

Kleine Änderungen des Kerns 
ZAMM, 13, 323f. (1933). 
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© os (1 -Ep). wo Ep = + rg?) (14) 
-2a\is 
den Einfluß der Biegungsteifigkeit anzeigt und wo 
dem reinen Seil entsprechend rs—en-n 
n—1.2.3...). Die letzte Gleichung bestätigt. dab 
sieh der Einfluß geringer Biegungsteifigkeit, mit n? 
waehsend. besonders bei den hohen Frequenzen 
hemerkbar maecht*). während nach (13) der Eintluß 
der Spannung wesentlich von der Ordnung n ? ist, 
also bei hohen Frequenzen unwesentlich wird. 


4. Der gedrückte Stab. Leicht kann nach dem 
Vorhergehenden auf die Wirkung einer Druckkraft, 
einer „negativen” Zugkraft hingewiesen werden. 
Die letztere bedeutet, daß S und somit 3? mit nega- 
tivem Vorzeichen zu versehen sind. Die Gleich- 
vewiehtsformen, die dann statt der Hyperbel- die 
Kreisfunktionen enthalten. liefern die bekannten 
kritischen Werte der Knickbeanspruchung?°), so dab 
die Änderungen gegenüber dem Stab ohne Zug- 
bzw. Druckspannung auch nur gering sind. In (13) 
wird also Ey negativ, die Frequenz sinkt, und 
(diese Gleichung kann somit beim fest eingespannten 
Stab zur Bereehnung von ® dienen. während zur 
eenaueren Berechnung man gemäb (Ba) r mit s zu 
vertauschen und in (4) S durch S zu ersetzen 
hat. so daß im Fall a) die r-Werte die gleichen 
bleiben. im Fall b) aus 


j s 1 
(#) hy y 7 4 A; 
te, „95 bzw. tg > "205 
ws U ; 
nach (9a,b) und im Fall e) aus tgs - 205 


folgen. Diese Gleichungen ergeben, daß die 
Änderungen in r und auch in »® gegenüber dem 
reinen Stab (d=0) gerinze sind ®). 


Aachen. W.Meyer zur Capellen, VDI. 463 


ZurBerechnung der Frequenz derTrans- 
versalschwingung des prismatischen 
Stabes. S. Timoshenko!') hat mit Hilfe der 
Ansätze der Elastizitätstheorie für die Frequenz 
der Transversalschwingung des rechteckigen Stabes 
mit den im Buche von Timoshenko benutzten 
Bezeichnungen?) die Formel angegeben 
a? nn | nı? r? /17 20 \| 
p“ = Tr 21 r = er BE 

AN . > 1 — 0o/j 


Mit Hilfe der gewöhnlichen Theorie der Balken- 
bieeunge erhält man in erster Näherung 
a? ıı? 
ja 


u) 


pP , 
bei Berücksichtigung der rotatorischen Trägheit 
und des Einflusses der Schubkraft 


._antf n?r?/(,, E\ a; 
p ua Gh E (14 va) ..: IR 


wo Kk' h für den Rechteekquersehnitt. 


1, So daß die Anwendung von (14), je nach der Größe 
von B und rs, d.h. n begrenzt ist. 
5, D. h. in den Fällen a), b), e) bzw.: ?<ı, I<2z, 


’<4409 (gemäß sin I — ?+-cos J>V). 
‘), Vgl. W. Meyer zur Capellen: Die Schwingungen 
des bieeungsteifen Seils mit großer Kopfmasse. Ann. d. 


Phys. (>), 20, 689 IT. (1934). 


I) Phil. Mag. (Ser. 6) 43, S. 125. 


2) >. Timoshenko: Schwingungsprobleme der Technik, 
serlin 1932, S. 24). 


Die Berücksichtigung der Schubkraft allein eibt 
noch nicht die ganze Korrektion an. die man an- 
bringen muß, um die genaue Form der Biegunes- 
linie zu erhalten. Aus den Arbeiten von Th. 
v.Kärmän undF.Seewald?) läßt sieh schließen. 


> 
daß. wenn man statt Ak’ — = setzt?) 
«) 
I+o 
k’= _——, 
15) 3 
= Ö 
D | 


so wird die Übereinstimmung mit der genauen 
Theorie vollkommen im Falle gleichmäßiger. linear 
veränderlicher und Belastung dureh Einzelkräfte 
(von lokalen Störungen abgesehen), für andere 
Belastungen ebenfalls sehr gut. Führt man diesen 
Wert von %k’ in Gl. (2) ein. so wird wegeen 
E=2(1-+40)G 


Mr a’ nı® J, n?r? (5 3 \ 


pP ja \ 72 5 ] 2 | ° ° (oO ° 


Vergleicht man diese Formel mit Formel (1). so 
stimmen sie für 0o==0 miteinander vollkommen 
überein, mit zunehmenden Werten o aber immer 
schlechter. Dies rührt daher. daß in der Balken- 
theorie das Glied (1 — 0°?) im Nenner unterdrückt 
wird (z.B. Biezungssteitiekeit E J statt E.J: (1 0?)), 
Wenn wir in (1) und (3) unter r dieselbe Größe 
verstehen wollen. müssen wir daher statt (9) 
schreiben 


4,8 


5,4 





m 
oO 


70),%10) 
ee 
a 


ES 
2 








Abh. 1. 


‚ i 17, 20 
Vergleicht man nun A, (o)= _ -! 


und /» (0) 
#) 1 0 


17 { 4 

—| —- + —-0):(1 0°), so ergeben sieh die in der 
.) 

Figeur dargestellten Kurven. Die relative Ab- 

weichung beträgt meist weniger als 1°/,. für 

9 == 0,357 stimmen die Kurven genau überein. 


ie 


IV 


_ 


Das Beispiel zeigt, daß man durch Anbringung 
der riehtieren Korrektion auch mit Hilfe der 
Balkentheorie Ergebnisse erzielen kann. die der 
jenigen der strengen zweidimensionalen Theorie 
sehr nahe kommen. 


Trondheim. R. (ran Olsson. 514 


>») Th. v. Kärmän u. F.Seewald: Abhandlungen aus 
dem Aerodynamisehen Institut der Techn. Hoehsehnle 
Aachen, Heft 7, Berlin 1927. 

4, Stahlbau 7 (1934), S. 18. 
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BUCHBESPRECHUNGEN 


C, JUEL, V’rofessor emeritus an der Technischen 
Hochschule Kopenhagen, Vorlesungen über 
. oje ktive beometrie 2 nit besonderer Be- 
rücksiehtirung der v. Staudtschen Imaginärtheorie, 
band Alıl, vie Giumdlehren der Mathematischen 
Wissenschatten in kinzeldarstellungen,. 282 8. m. 
7 Fig. Berlin 1634, Verlag Julius Springer. Vreis 
eb. 22.50 M. 


Die folgerichtige Einordnung der imaginären 
Raumelemente in aie synthetische Geometrie Ist eine 
alte Forderung, die immer wieder von neuem Inter- 

Methode hierfür, die sich bei- 
nahe von selbst darbietet, hat v. Staudt in seinen 
„Beiträgen” begründet: sie geht von Jer Bemerkung 
aus, dab im eimimensionalen reellen Grundgebilde 
konjugliert Imaginäre Elemente gemeinsam 
dureh eine elliptische Involution dargestellt und durch 
den in das Grundgebilde gelegten Sinn vonein- 
ander unterschieden werden konnen. Diese Imaginär- 
theorie nun zu entwickeln, ist der eine Hauptzweck 
les vorlierenden Buches. 

lm «dreidimensionalen Kaum reicht die genannte 
Detinition aus für «die imaginären Punkte, deren 
jeder eine lrägerzerade, und für «die imagi- 
nären Ebenen, deren jeie eine reelle Achse besitzt, 
sowie für die imaginären Geraden erster Art, die je 


esse lındet. wriejenize 


Z/Wel 


| 
reelle 


einem reellen Strahlbüschel anzehören, also mit 
einem reellen Punkt und einer reellen Geraden ver- 
einigt liegen. Für eine reelle Definition der imagi- 


nären Geraden 
linien je 


reellen 


zweiter Art jedoch, die als Schnitt- 
„weier Iimagrinärer Ebenen mit windschiefen 
\chsen verwickeltere 
zugezogen werden: Die reellen Träger 
ler I’unkte einer solchen Geraden bilden eine ellip- 
lineare Linienkongruenz, und in dieser spielt 
die imaginäre Gerade zweiter Art zugleich mit der 
ihr konjugiert imaginären Geraden eine Rolle, 
lie sieh dureh elliptische Involutionen der Erzeu 
renden gewisser kerelscharen beschreiben 
wibt: wiederum gestattet die KEinführung eines 
Purchlaufungssinnes «die Unterscheidung der beiden 
konjugiert imaginären Geraden. In dieser Weise 
sind für alle imaginären BKaumelemente reelle Re- 
präsentanten gefunden: dab für jene die gewohnten 
Verknüpfungssätze gelten, drückt sich in Beziehun- 
| liesen aus und muß demnach durch 
Kerelschnitte, Rewrelscharen und lineare 
werden. Für die Ableitung 


eiitstelen. MUSSe\l 


reelle (Gebil TE 


tische 


reeiler 


Fe] ZWISCHEN 
Sitze über 


Noneruenzen bew lesen 


lieser Sätze wird die gewöhnliche projektive Geo 
metrie etwa in dem Umfange der „Vorlesungen über 


projektive (eometrie” 
\useabe von H. 
VPSEetzt. 

\uf Grund dieser Einführung der imaginären 
kaumelemente Können auch im komplexen Gebiet 
lie projektiven Beziehungen definiert und entwickelt 
werd Bir doch beenüet sieh hierbei ler Verfasser mit 
ler Behandlun®e der Geometrie in einer reellen 
oder imaginären bene. Als ein mächtiges 
Hilfsmittel dient ihm der Begriff der Kette, für den 
das nächstliegende Beispiel «die Gesamtheit der 
reellen Lunkte auf einer reellen Geraden ist. Je- 
loch führt dieser Begriff noch weiter: zu den Anti 
projektivitäten, «die die Vertauschung eines imagi 
nären seinem konjugierten Element 


von F.Enriques (deutsche 
Fleischer, 2. Aufl., 1915) vorausge- 


Klementes mit 


nach sich ziehen. (Veride deren Theorie ist vom 
Verfasser zueleich mit E. Seere reschaffen 


worden, und ihre Darstellune ist eın weiterer 


Hauptzweeck des Buches. 
\uf dieselbe Grundleerune stützt 


sieh die Verbin- 


une «der «darzestellten Theorien mit der Aleebra. 
Sie veht aus von der Konfieuration aus vier Punk 


Staudt als Wurf be 


ten einer Geraden. die v. 
Rereln aus be 


net, ehrt. nach bestimmten 


kannten Würfen neue Würfe zu bilden, und macht 
somit die Würfe zu Symbolen, die algebraischer 
kechnung zueänglich sind. Nachdem mit Hilfe von 
Würfen die gewohnten projektiven Koordinaten in 
der Geraden und in der Ebene eingeführt sind, ge- 
stattet die Wurfrechnung die algebraische Fassung 
und Behandlung der projektiven und antiprojek- 
tiven Beziehungen. Hierbei wird auch die 
v. Staudtsche konstruktive Lösung der kubi- 
schen Gleichung entwickelt, algebraisch gefaßt und 
mit der Lösung der Algebra verglichen. 

ndlich gestattet der gesicherte Besitz der imagi- 
nären Raumelemente auch eine synthetische Ein- 
führung der Cayley-Kleinschen Maßbestim- 
mung und eröffnet so den Zugang zur projektiven 
Behandlung der niechteuklidischen Geometrien, in 
denen sich die Verbindung des Wurfbegritfes mit 
(lem Doppelverhältnis herstellen läßt. Hiermit darf 
der Versuch, das Hauptziel des Buches und den da- 
zu führenden Wer zu umreißen, abgeschlossen wer- 
den. Eins aber ist noch besonders hervorzuheben: 
Das ist die Fülle geometrischer Gedanken und 
wertvoller Anregungen, die im Verlauf der geschil- 
derten Entwicklungen und neben ihnen — insbe- 
sondere in den Ausführungen über die Kreisver- 
wandtschaften, über die quadratischen Transformatio- 


nen und über die Kurven dritter Ordnung dem 
l‚eser dargeboten werden. Herr C. Juel ist wärm- 


stens zu berlückwünschen, daß es ihm 
war, die Theorien, deren Ausbau er einen wesent 
lichen Teil seiner Lebensarbeit gewidmet hat. in 
dieser musterzültigen Weise (der Nachwelt zu über- 
liefern: möze sein Buch viele verständnisvolle Leser 
finden! 


Dresden. W. 


vereönnt 
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K. HOHENEMSER, Dr.-Ing... Göttingen. und 
W. PRAGER, P’rof. Dr.-Ing., Göttingen, Dynamik 
der Stabwerke. Eine Schwinrungslehre für 
Bauingenieure. V] 367 8. m. 139 Textabb. Berlin 
1935. Verlag von Julius Springer. Preis geh. 32.50 M.. 
eeb, 34 M. 


In überaus eründlicher Weise behandeln die Ver- 
[asser zwei spezielle Aufgaben aus dem Gebiet der 
Dynamik der Stabwerke: «das Problem der Auf 
suchung der Frequenzen von Eigenschwingungen 
elastischer Systeme, die aus dünnen Stäben zu- 


sammengesetzt sind, sowie die Berechnung der 
Amplituden ihrer erzwungenen Schwingungen. 
Nach einer kurzen Einführung in die allgemeinen 


Begriffe der Schwinzungslehre wird ausführlich deı 
Fall des einzelnen Stabes besprochen, der Einzel- 
massen trägt oder mit stetie verteilter Masse be 
leet ist. Dabei wird durchwegs auf die vollständire 
numerische Durchreehnung hingearbeitet. und es 


werden —- ein besonderes Kennzeichen des Buches 
auch dort Näherunesmethoden  vorgeschlaren, 


wo eine exakte Berechnung leieht möglich ist, für 
die Praxis aber zu umständlich schien. Andrerseits 
sind! mathematisch interessante Methoden. wie 
die der Integral-Gleiehungen und der Entwicklung 
nach Kirenfunktionen. grundsätzlich unterdrückt. 

In dem folgenden Kapitel, das sich mit Stab- 
verbindungen beschäftizt, gehen die Verf. von ein 
facheren Beispielen aus. Eine ganze Reihe ver 
schiedener Fälle wird nach verschiedenen Methoden 
durchgerechnet. Erst im Anhang Seite 312 findet 
sich in kurzer Ändeutung der Ansatz für den all- 
eemeinen Fall ebener Stabwerke. Auf dreidimen 
sionale Fälle wird nieht eingerangen. Im übrigen 
werden auch hier fast nur Näherungesmethoiden 
durehgeeführt und in ihrer Braucehbarkeit zerenein- 
ander sorefältir abgeeschätzt. 
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Kin weiteres Kapitel beschäftigt sich mit den 
rzwungenen Schwingungen von Stabwerken, und 
‚war werden für einzelne einfache Beispiele die 
\mplituden der erzwungenen Schwingungen in 
ihrer Abhängiekeit von der erzwingenden Kraft be- 
stimmt. Überall ist der Nachdruck darauf gelegt. 
as numerische Resultat zu finden, auf die theore- 
tische Entwicklung allgemeinerer Methoden wird ver- 
ichtet. Schließlich ist ein Schlußabschnitt den so- 
senannten Ausgleichsschwingungen gewidmet, die 
Iurch plötzliche Entlastungen oder andere Last 
änderungen entstehen. 

Im zanzen darf man sagen, daß das Buch ein treff- 
liches Hilfsmittel bildet, um einem Ingenieur, der 
nf (dies Studium hinreichend viel Zeit verwendet, 
as praktische Lösen der Schwingungsaufgaben 
beizubringen. Wer wirklich alle die verschiedenen 
Were (durchgearbeitet hat, die das Buch anzeigt, 
wird sieh wohl in der Praxis immer zu helfen 
wissen. Freilich heße sich denken, daß man dureh 
eine straffere, mehr auf die Hauptpunkte der 
Theorie gerichtete Anweisung einen auch für den 
Inzenieur leichter beschreitbaren Zugang hätte 
sehaffen können. Mises. 505 


Dr.-Ine. WALTHER KAUFMANN, o. Prof. der 
Mechanik a. d. Teehn. Hochschule München, An - 
v»ewandte Hydromechanik. Zweiter Banl, 
A\useewählte Kapitel aus der technischen Strö- 
muneslehre. 289 8. u. 210 Textabb. Berlin 1934, 
Verlag von Julius Springer, Preis brosch. 16,50 M., 
eb, 18 M. 


Auf den ersten Band der angewandten Hydro- 
meehanik von 1931, der sieh mit der Lehre vom 
(Gleieheewieht und von der Bewegung der Flüssig- 
keiten befaßte. ist nun der zweite Band gefolgt. 
Hierin stellt der Verfasser sich die Aufgabe, die- 
jenigen Kapitel der technischen Strömungslehre zu 
behandeln. die für die Teehnik besonders wichtig 
sind und die sich für die theoretische Behandlung 
eienen. Sehon beim Durehblättern des Werkes stellt 
man mit Genuetuung fest, daß heute so ziemlich alle 
wiehtieen Strömungesfragen einer theoretischen Be- 
handlung zueänglieh sind. An vielen Stellen sin 
die Entwieklungen jedoch noch in Fluß, und es hat 
dem Verfasser manche Um- und Neubearbeitung 
verursacht. überall den neuesten Stand der For- 
schune zu berücksichtiren. Ganz besonders ist es 
zu beerüßen, daß beim Widerstand in glatten und 
rauhen Rohren die Erkenntnisse der letzten Jahre 
vollständie aufgenommen werden konnten. Denn 
über die Hälfte des Buches ist dem Ausfluß und dem 
Durehtluß dureh geschlossene Leitungen und offene 
Gerinne gewidmet. Hieran schließen sich die Wel- 
lenbewerungen und die Grundwasserströmungen. 

Kin Viertel des Buches befaßt sich mit den An- 
wendungen aus dem Maschinenbau. Hier konnte 
mit Recht auf die Behandlung mancher Einzelheit 
verziehtet werden. weil sich gerade (dieses Gebiet 
einer reichhaltigeren modernen Literatur erfreut. 
Man findet in diesen Abschnitten «die Schmiermittel- 
reibung, die Tragtlügel-, Propeller- und Kreiselratl- 
strömungen sowie den Schiffswiderstand. Dem Bau- 
ingenieur wird der Beitra&g v.O.Flachsbart am 
Schluß des Buches besonders willkommen sein. Es 
wird hier wohl zum erstenmal in einem Lehrbuch 
alles das vorgetragen, was man heute vom Stand- 
punkt der Hydromechanik aus über die wiehtige 
Frage nach den Windkräften auf Bauwerken sagen 
kann. Zahlreiche Abbildungen erläutern hier die 
Kırebnisse von Windkanalversuchen. die zum großen 
Teil von dem Verfasser selbst auseeführt sind. 

Wenn das Buch als würdiee Fortsetzung des 
ersten Bandes stets die theoretischen Ansätze zu 
ihrem Recht kommen läßt, so findet man doch auch 
überall in zahlreichen Tabellen und Abbildungen die 
rgebnisse von praktischen Messungen. Gerade 





dieser Umstand, daß der Verfasser sich bemüht. we 
der dem Theoretiker noch dem Praktiker etwas 
schuldig zu bleiben, gibt dem Buch seinen be 
sonderen Platz in der Literatur. Daher kann man 
bei dem heutigen Stand der Forschung, wo sich 
Theorie und Praxis wirklich gegenseitir etwas zu 
sagen haben, allen Beteiligten dieses Lehrbuch zum 
Studium und als Nachschlagewerk empfehlen. 


Dresden. X. Busemann. 49% 


Ferner sind bei der Schriftleitunz folgende 
Bücher eingegangen (ausführliche Besprechung 
bleibt vorbehalten): 


Dr. HEINRICH BLASIUS, Studienrat a. d. Techn. 
lehranst. zu Hamburg, Mechanik. 23. Teil: Ki 
nematik, Dynamik, Hydraulik. 265 =. 
Hamburg 1935, Verlag von Boysen & Maasch, Preis 
brosch,. 6 M., geb. 7.50 M, 


Dr. ERICH SALKOWSKI, o. Prof. a. dd. Techn. 
Hochschule Berlin, Affine Differentialeeo 
metrie. (Göschens Lehrbücherei. Bd. 22.) 204 8. 
m. 23 Fig. Berlin und Leipzig 1034. Verla@e Walter 
de Gruyter & Co. Preis geb. 10 M. 


RAYMOND E. A, ©, PALEY, Late Fellow of Tri 
nity College, Cambridge, NORBERT WIENER, Prof. 
of Mathematies at the Massachusetts Inst. of Tech 
nology, Fourier Transforms inthe Com 
plex Domain. (Amerie. Mathematical Society, 
Colloquium Publie., vol. XIX.) 184 8. New York 
1934, publ. American Mathematical Society. Preis 
eeb. 3 8. 


Prof. Dr. W. SCHWINNING \VDl. Konstruk- 
tionund WerkstoffderGeschützrohre 
und Gewehrläufe. 167 S m. 117 Abb. und 
15 Zahlentafeln. Berlin 1934, VDI-Verlae G.ım.b.H. 
Brosch. 15 M.. VDI-Mitel. 13.50 M. 


Dr. PHILIPP FRANK, 0. Prof. a. d. Deutsch. 
Univ. Prag, Dr. RICHARD v. MISES, 0. Prof. a. dl. 
Univ. Istanbul, Die Differential- und Inte 
seralgleichungen der Mechanik und 
Physik, Bd. II, Physikalischer Teil, 2.. vermehrte 
Auflage, zugleich 8. Aufl. von Riemann-Webers Par 
tiellen Differentialeleiehungeen der mathematischen 
Physik, XXIV + 1106 8., 110 Abb. Braunschweig 
155. Verlag Friedr, Viewer & Sohn Akt.-Ges. Preis 
brosch. 60 M,. zeb, 65 M. 


Dr. HANS GEBELEIN \VDI Turbulenz. 
Physikalische Statistik und Hydro- 
dynamik. VII + 177 S. m. 40 Textabb. Berlin 
1935, Verlaz Julius Springer. Preis brosch. 12.50 M.. 


eeb. 14 M. 


N. W. Me LACHLAN D). Se. (Engineering) Lon 
don M. 1. E. E. Bessel Funetions for En 
eineers, Oxford Engineering Seienee Series. 
VII + 192 S. Oxford 1934. Clarendon Press. Preis 
eh. 15 Sh. 


Dr.-Ing. F. BIELITZ, Die Umkehrung der 
linearen mechanischen Sehwineunes 
eebilde. Dr.-Ine. L. MADUSCHKA, Schwin 
euneen von blocekfundamenten. (For 
sehungsheft 368, Beilage zu .„Forsehune auf dem 
(Yebiete des Inzenieurwesens“, Auseabe B. Band 5. 
September/Oktober 1954.) 30 S. m. 77 Abh.. 3 Zah 
lentafeln. Berlin 1934. VDI-Verlage, Preis 5 M., für 
VDI-Mitelieder 4.50 M. 


C. F. ELAM (Mrs. G. H. Tipper). Distortion 
of Metal Urystäals.) Oxford Engineering Seience 
Series.) XII + 1828. Oxford 1935. Clarendon Press. 


l’reis geb. 15 Sh. 
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MAN DEURING, Algebra. 


„Ergebnisse (der 


Ma ematik und ihrer Grenzreebiete” hrse., v. d. 
Schriftleitun®e des „Zentralblatt für Mathematik. 
1. Bd. 1.) 1435, Berlin 1035, Verlag Julius Springer. 


hroseh. 16.650 MW. 


l’reis 
l 


W. N. BAILEY, M. A. D. Se. Senior Leeturer in 
Mathematies in the University of Manchester, Ge- 
neralized Hypergeometriece Series. (Uam- 
bridge Traets in Mathematies and Mathematical Phy- 


NACHRICHTEN 


Richard Neuendorf 7. 


\m 24. April 1935 ist auf Autofahrt, an der 
er als Gast teilnahm. Riehard Neuendorff tödlich 
(eboren am 23. 1. 18073 in Berlin hat 

er nach dem Besuch (des Sophienrealeymnasiums an 
der Universität Mathematik studiert und im Fe 
bruar 1900 in der Staatsprüfung als erster die dureh 
die Prüfunesordnun®e von 1898 „eschaffene Lehr 
befähieunge für anzewandte Mathematik erworben. 
was seinen weiteren Lebenswer entscheidend beein- 
lubte. Bald nach Antritt des Referendarjahres. wäh 
rend er „leiehzeitir Assistent bei Hauck an (der 
Teehnisehen Hochschule war, wurde er in den 
dienst (der Staatlichen Maschinenbauschulen berufen. 
nach Einbeck, Ostern 1903 nach Kiel. Hier 
trat er mit Pochhammer und Heffter in Verbindung, 
(lie ihn veranlabßten, zu promovieren und sich für 
anzeewandte Mathematik zu habilitieren. Die von 
Heffter Dissertation über Kreispunktpo- 


einer 


\ . .] l 
VeruUNDLlUckKt. 
] 


‚unächst 


aneereote 


laren (1908) zehört ebenso wie seine Habilitations 
arbeit (1910 Urelle 140) «der Differentialeeometrie 
an. 1921 wurde er mit Beibehaltung des Schulamtes 


l’rofessor., 
an (der 
lortiee 


wurde. In 


a. Ö,; Die eleiche Steliung erhielt er auch 
Universität in Frankfurt. als er 1928 an die 
Vereiniete  Maschinenbauschule versetzt 


Kiel entstanden aus Vorlesuneen in (der 


Volkshoehsehule zwei Bändehen „Praktische Mathe- 
matık" (Natur und Geisteswelt Sie berühren sieh 
in manchem mit Perrvs bekanntem Buch. Sein 
vrobes diddlaktisches (Geschick bekundet auch sein 


l,ehrbuch der Mathematik für technische Fachschulen 
beiträre zur Zeitschrift für mathema 

Unterrieht. In dieser Zeitschrift (Bd. 2 u. 3 
ist Neuendorff mit Mitteilungen über zeiehnerische 
lösungen von Differentialeleichungen vertreten, Bei 


SCHW ie seine 


tischen 


seinen Mitarbeitern, Schülern und Hörern an Schule 
um Universität war Neuendorff sehr geschätzt. Das 
Doppelamt, dazu im Winter 1933/34 noch eine Ver- 
tretune an «der Universität Gießen, belastete ihn 
allerdines zu sehr. Um so mehr freute er sich auf 
ie in Aussicht vestellte Entlastune im Schulamt. 
um sieh, seinem Ideal entsprechend, stärker noch 


l,ehr- und Forschungstätigkeit 
zu können. An dem Tage, an dem der töil- 


St Iner akademischen 


widmen 


liehe Unfall in Frankfurt bekannt wurde. traf (ie 
Genehmieun®e für Herabsetzun®e seiner Pfliehtstun- 
denzahl ein. Seine Schüler. Kolleren und Freunde 


werden ihm ein dankbares Gedenken bewahren. 


Lorey. 525 


Journal of Applied Mechanies. 


ine neue Zeitschrift für anzewandte Mechanik 
wird von (der Abteilune für angewandte Mechanik 
(er American Society df Mechanical Engineers her 
‚ereben. Die Zeitschrift wird Orieinalabhanıl 
ungen aus den Gebieten: Alleemeine Mechanik. Ela 


, 


stizität. Hyiromechanik, Aerodynamik. Festigkeits- 
lehre und Thermodynamik bringen, wobei die tech 
nischen Anwendungen besonders betont werden 
sollen. ferner zusammenfassende Berichte und Buch 
besprechungen, 





sies, No. 32.) 108 S. Cambridge 1935, University 
Press. Preis broseh. 6/6 Sh. 
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Wahl, Fatieue of Shafts 
Related Photo-Klastie 


K. E. Peterson 
at Fitted 
Analvsis. 

(4. B. Karelitz, Ordinate Systems for Quadratures Si 
milar to Tehebyeheff’s Ortdinates. 

S. Timoshenko, Buckling of Flat Curved Bars anıl 
Slichtlv Curved Plates. 

X Theoretieal 

Coeftieient. 


Th. von Kärmän und ©. B. Millikan. 
Investieation of the Maximum-Lift 

Th. von Kärmän, W. Bollay und A. J. 
view of Recent Research Work in 
nies, 


Ippen, Re- 
"uiid Mecha 


\. Nädai, A Review of Recent Papers on Plastieity. 
\. M. Wahl, Helieal 


Springs. 


Compression and Tension 


Reviews of Books. 


Die Schriftleitune ist in den Händen von J. M. 


l.essels. Swarthmore. Pa. US. A, 


Gesellschaft für angewandte Mathematik 
und Mechanik, 


Die Gesellschaft wird ihre diesjährige Tagung im 
Zusammenhang mit der Tagung der Mathematiker 
und Physiker (22. bis 29, 9.) am 26... 27. und 28. Sep- 
tember in Stuttgart abhalten. Es ist in Aussicht 
eenommen,. Vorträge aus dem Gebiete der Schwin- 
eungen in einer gemeinsamen Sitzung mit den Phv- 
sikern umd dem Verein Deutscher Ingenieure Frei- 


tar, den 27. 9. zu behandeln. Die übrigen Vorträge 
tinden Donnerstag, 26. 9. und Sonnabend, 28. 9.. 
statt. Vortragsanmeldungen werden umgehend er 


beten an den Sehriftführer der Gesellschaft, Prof. 
Dr. C, Weber, Dresden-A\. 16. Hindenburgstr, 15. 
Gleichzeitie mit der wissenschaftlichen Tagung fin 
(det die Hauptversammlung der Gesellschaft statt: Zeit 
und Ort werden den Miteliedern durch besondere 
Kinladungz bekanntzereben. , Weber. 


Ortsgruppe Berlin. 


Am 14. 


über „Das 


,ohan-Berlin 
Plastizität“. 


Juni sprach Hr. Dr. R. 
ebene Problem (der 


Praeer Mitelieder. 


I4. März sprach Hr. Ing. Dr. W. 
iiber „Die Verwandtschaft 
Liniennetzen mit der Theorie 
stimmter Fachwerke*, 


X\m 9 Mai hielt Hr. Prof. Dr. J. Fritsche- 
Prax einen Vortrag über „Die Tragsfähirkeit aus- 
mittie eedrückter Stäbe aus Baustahl“, 


\m 
\Wien 


vol 


PP asser 
Auseleiches 
statisch unbe- 


(les 


\m 16. Mai hielt Hr. Prof. Dr. Zocher-Prag 
einen Vortrag über „Demonstrationen zur Bestim- 
mung «der Spannungen aus der Doppelbreehung“. 527 
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